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Capitulo 1

Sistema Internacional de Unidades
y prefijos griegos

1.1. Sistema Internacional de Unidades

La Oficina Internacional de Pesos y Medidas, el BIPM, fue establecida en el articulo
1 de la Convencién de Metro, de 20 de Mayo de 1875, y esta encargada de proporcionar
las bases para que un tnico sistema coherente de medidas se utilice en todo el mundo.
El sistema métrico decimal, que data de la época de la revolucién francesa, se basaba
en el metro y el kilogramo. Bajo los términos de la Convencién de 1875, se fabrica-
ron nuevos prototipos del metro y del kilogramo y se adoptaron formalmente por la
primera Conferencia General de Pesas y Medidas (CGPM) en 1889. Este sistema fue
desarrollandose a lo largo del tiempo, de modo que ahora incluye siete unidades bésicas.
En 1960, en la 11* CGPM, se decidié que se deberia llamar Sistema Internacional de
Unidades SI. El SI no es estético, sino que evoluciona para responder a las crecientes
demandas de medida, en todos los niveles de precision y en todas las areas de la ciencia,
la tecnologia y el empeno humano.

Vale la pena mencionar que el SI (Sistema Internacional de Unidades) consta de

siete magnitudes elementales, las cuales se describen con distintas unidades y simbolos
(ver la Tabla ?7.

1.2. Prefijos griegos

La 11va CGPM adoptd una serie de nombres y simbolos de prefijos para formar
los nombres y simbolos de los multiplos y submiltiplos decimales de las unidades del
SI desde 10'2 hasta 107'2. Los prefijos para 10715 y 107!® fueron afadidos en la 122
CGPM, y para 10'® y 10'® en la 15* CGPM. Asimismo, los prefijos para 10%*, 10%,
1072' y 1072 se afiadieron en la 198 CGPM.

La Tabla ?? muestra los nombres y simbolos de los prefijos aprobados por la CGPM.



MAGNITUD UNIDAD SIMBOLO
Longitud metro m
Masa kilogramo kg
Tiempo segundo s
Corriente eléctrica Ampere A
Temperatura termodinamica | Kelvin K
Cantidad de sustancia mole mol
Intensidad luminosa candela cd

Tabla 1.1: Sistema Internacional de Unidades.

MULTIPLOS SUBMULTIPLOS
FACTOR NOMBRE SIMBOLO FACTOR NOMBRE SIMBOLO
10! deca da 101 deci d
102 hecta h 1072 centi c
103 kilo k 1073 mili m
106 Mega M 10-¢ micro L
10° Giga G 1079 nano n
1012 Tera, T 10712 pico p
10 Peta P 101 femto f
10'8 Exa E 10718 atto a
102! Zetta Z 1072 zepto z
10% Yotta Y 1024 yocto y

Tabla 1.2: Prefijos del Sistema Internacional de Unidades

1.3. Introduccion a la Electricidad.

1.3.1. Voltaje y Potencia.

Voltaje: Es la energia o trabajo para mover un electrén en una direccion en particular,
se requiere transferir una cierta cantidad de trabajo o energia. Dicho trabajo
se realiza por una fuerza electromotriz (emf), tipicamente representada por una
bateria. Esta emf también es conocida como voltaje o diferencia de potencial.

El voltaje V,; entre dos puntos a y b en un circuito electrénico es la energia (o
trabajo) requerida para mover una unidad de carga de a y b.

dw

Vi = o
b dq
‘/ab - _‘/ba



Joule B Newton metro
Coulomb Coulomb

Volt =

Potencia: La potencia es la razén de entrega o absorcién de energia con respecto
al tiempo y se mide en Watts (W). Cuando una corriente directa de I amperes
esta fluyendo en un circuito eléctrico y el voltaje a través del circuito es V volts,
entonces, la potencia (en Watts) esta dada por:

P=V-I

Tip: Es necesario calcular los valores instantaneos para conocer la evolucién de la
potencia de las senales.

Energia: La energia es la capacidad para realizar trabajo y se mide en Joules. Para el
caso de circuitos eléctricos, la energia correspondiente se expresa por medio de:
Energia = Potencia - Tiempo [Joules]

Aunque la unidad de la energia en el Joule, cuando se trabaja con grandes canti-
dades de energfa, la unidad utilizada es el kilowatt hora (KWh) en donde:

1 kWh = 1000 Watt hora
= 1000 - 3600 Watt - seg (o Joules)
= 3600 000 Joules

Problema 1: Una fuente de voltaje de 5V proporciona una corriente de 3A por 10
minutos. ;Cudnta energia es entregada en este tiempo?

W o= (15W)(10min)(?0 Seg)

min
(150W)(60seg)
9000 W-s
= 9000 Joules

Problema 2: Un calentador eléctrico consume 1.8 MJ cuando se conecta a una ali-
mentacién de 250 V durante 30 minutos. Calcule la especificacion de potencia del
calentador y la corriente que toma de la fuente de alimentacion.

E=V.I.T
E

I —
VT



B 1.8210°
VAT (250V)(1800seg)

1.82109 S (VR
(2.52102V)(1.8210seg)  (2.5V xseg) ~

I

Problema 3: ;Cuanto tiempo debe fluir una corriente de 0.1A para transferir una
carga de 30C?

Q
I = =2
T
01 A = @
t
30 C 1 min
b= 0.1A_3OOS(6OS>
= 5 minutos

Problema 4: 450 J de energia son convertidos en calor durante 1 minuto. ;Cuénta
potencia se disipa?

E  450J

T ~ 60 seg

= 7.5 Watts

Convencion de signos pasiva: Se satisface cuando la corriente entra a través de la
terminal positiva de un elemento y P=VI. Si la corriente entra a través de la
terminal negativa el resultado de la operacion sera negativa.

1.4. Elementos de circuitos

Existen dos tipos de elementos bésicos en un circuito eléctrico los elementos pasivos
y los elementos activos. Un elemento pasivo puede absorber, pero NO generar energia,
mientras que un elemento activo SI es capaz de generar energia.

Los elementos activos mas importantes son las fuentes de voltaje y corriente, las
cuales pueden dividirse en: fuentes independientes y fuentes dependientes.

Una fuente independiente ideal es aquella que proporciona voltaje y corriente infi-
nita.




1.5. Ley de Ohm

Esta ley establece que “el voltaje en los extremos de un resistor es directamente
proporcional a la corriente que fluye en sus extremos, o a través de el”.

L
R:pz (1'1)

en donde:
p (rho) : Resistividad
L: Longitud del conductor
A: Area de la seccién transversal

Si el area de conduccién es pequena, la resistividad es alta y en caso de que circule
una corriente elevada por dicho conductor, éste se calentara por el efecto Joule.

Ejemplo: Para lineas de alta potencia (por ejemplo los alimentadores para trenes
eléctricos), es comin encontrar conductores rectangulares. Determine la resisten-
cia en los extremos de una barra de aluminio que tiene las siguientes dimensiones:
alto (h) 150 mm, ancho (w) 6 mm y su longitud (L) es de 270 m, sabiendo ademas
que la temperatura es de 20 grados C y la p del Aluminio a esa temperatura es
2.8 x1078m.

sustituyendo valores en formula:

A=(150mm)(6mm)=(0.15m)(0.006m)=9 x 10~* m?
R L (2.8 x107%Q m)(270 m)
AT 9x 104 m?
R= 8490

Ejemplo: Calcule la resistencia de 200 pies de un alambre de cobre con calibre 16
(AWG) a 20 grados C. ;Qué valor de resistencia tiene un alambre del mismo tipo
si su longitud es de 100m?

A = 712 =3.1416(0.645)? = 1.3 x 10~5m?
p = 1.72x10°%Qm
304
L= 200 (238 mY L6
1 ft
R (1.72 x 7% © m)(61 m)
1.310-6 m?
R = 0.802 O



Problema: Si un alambre de cobre AWG14 puede soportar una corriente de 15 A,
determine la capacidad esperada de corriente para alambres AWG24 y AWGS a

20 grados C.
AWG14 o
AWGS8
— = (1.12)°=1.97 A
AWG14 (1.12)" = L97 A

Una cantidad 1til para el analisis de circuitos es el reciproco de la resistencia, llamada
conductancia y denotado por G.

G = % — [Siemens]

La conductancia es la habilidad de un elemento para conducir la corriente eléctrica y
se mide en mhos o Siemenes.

t
z(t)dzi—(tt) — q(t):/ i(z) dx (1.2)
1.5.1. Convencién de energia

Los circuitos eléctricos estudiados cumplen con la ley de conservacién de la energia.

Teorema de Tellegen: La potencia que se suministra debe de ser igual a la potencia
que se absorbe.

1.6. Nodos, Ramas y Lazos

Es necesario entender algunos conceptos basicos de topologia de redes. En topologia
de redes se estudian las propiedades que relacionan la ubicacién de elementos en la red,
asi como la configuraciéon de la misma. Cuando se trabaja con topologia de redes se
mencionan redes en lugar de circuitos. Entre los elementos que conforman las redes se
encuentran: ramas, nodos y lazos.

Rama: Una rama representa simplemente un elemento, tal como una fuente de voltaje
o un resistor.

Nodo: Un nodo es el punto de conexién entre 2 o mas ramas.

Lazo: Un lazo es cualquier trayectoria cerrada en un circuito.

Una red con b ramas, n nodos y [ lazos independientes satisface el teorema funda-
mental de topologia de redes:

b=1+n-1 (1.3)



Capitulo 2

Leyes de Ohm y de Kirchhoff

2.1. Ley de Ohm

Los materiales en general poseen el comportamiento caracteristico de oponerse al
paso del flujo eléctrico. esta propiedad fisica, o capacidad para resistir a la corriente se
conoce como resistencia y se representa con el simbolo R. esta depende de su longitud,
area y de que esta fabricado, se puede representar la siguiente ecuacion:

[

Resistividad de materiales comunes

Material — Resistividad (2 m) uso
Plata 1.64%x1078 Conductor
Cobre 1.72x1078 Conductor
Aluminio | 2.8x1078 Conductor
Oro 2.45%x1078 Conductor
Carbén 4%x107° Semiconductor
Germanio | 47 x1072 Semiconductor
Silicio 6.4x10? Semiconductor
papel 1010 Aislante
Mica 5x 101 Aislante
Vidrio 1012 Aislante
Teflén 3x 1012 Aislante

Tabla 2.1: Valores de resistividad (p) de materiales comunes.

La ley de Ohm establece que la tension v a lo largo de una resistor es directamente
proporcional a la corriente ¢ que fluye a través del resistor. Esto es:

VX1 (2.2)



La constante de proporcionalidad para obtener la igualdad es R y se conoce como
Resistencia.

v=R-i (2.3)

La ecuacién ?7 es la forma matemética de la ley de Ohm. R en la ecuacién se mide
en la unidad designada como ohm su simbolo se denota como 2. Otra manera de escribir
su expresion es:

R=- (2.4)

v
i
De modo que:

1Q = 1V/A

Cabe destacar que en el llamado corto circuito la resistencia del circuito es cero, en
cambio en el denominado circuito abierto la resistencia se eleva al infinito.

a) by

Figura 2.1: a) corto circuito, b) circuito abierto.

La ley de Ohm no es suficiente en si misma para analizar circuitos. Pero cuando se le
une con las dos leyes de Kirchhoff, hay un conjunto suficiente y eficaz de herramientas
para analizar gran variedad de circuitos eléctricos. Las leyes de Kirchhoff las introdujo en
1847 el fisico aleman Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887). Se les conoce formalmente
como la ley de la corriente de Kirchhoff (LCK) y la ley de voltaje de Kirchhoff (LVK).
La primera ley de Kirchhoff se basa en la ley de la conservacién de la carga, de acuerdo
con la cual la suma algebraica de las cargas dentro de un sistema no puede cambiar.

2.2. Ley de Corrientes de Kirchhoff (LCK)

Primera ley de Kirchhoff Se basa en la ley de conservacion de carga que establece
que la suma algebraica de las cargas dentro de un sistema no puede cambiar.

Establece que la suma algebraica de las corrientes que entran en un nodo (o &rea
cerrada) es equivale a cero (0).



> I,=0 (2.5)

en donde
N : Es el nimero de ramas conectadas al nodo.
I,,: Es la enésima corriente que entra al (o sale del) nodo.

Por efecto de esta ley, las corrientes que entran a un nodo pueden considerarse
positivas, mientras que las corrientes que salen del nodo llegan a considerarse negativas,
o viceversa. Para facilitar el andlisis se tiene que establecer una convencién de corrientes,
la cual indica el sentido de las corrientes, que en este caso sera positivo (+) si entra al
nodo y si sale del nodo sera negativo (-).

2.3. Ley de Voltajes de Kirchhoff (LVK)

Segunda ley de Kirchhoff esta se basa e la ley de conservacion de la energia.
Establece que la suma algebraica de todos los voltajes en un lazo cerrado es equivalente
a cero(0).

> V=0 (2.6)

En resumen, la ley de tensién de Kirchhoff no tiene nada que ver con la ganancia
o pérdida de energia de los componentes electrénicos (Resistores, capacitores, etc.). Es
una ley que esta relacionada con el campo potencial generado por fuentes de tension.
En este campo potencial, sin importar que componentes electronicos estén presentes,
la ganancia o pérdida de la energia dada por el campo potencial debe ser cero cuando
una carga completa un lazo.

Estas dos leyes junto con la ley de Ohm son leyes fundamentales para la resolucién
de circuitos eléctricos.

Aplicando la LVK en la malla obtenemos:
Convencién = sentido de las manecillas del reloj.

—10V+V; =8V =V, =0

Por ley de Ohm:

Vi = (4Q)iVy = —(29)i



4 Q
AATATAY

+

10V @ ‘:_) @)8\?

+ 2 -
A |
VWY

2Q

Figura 2.2: Utilizacién de la ley de voltaje de kirchhoff para resolver el circuito.

Sustituyendo:

18V +Vi =V, =0

—18V 4 4i — (—2i) =0
—18V +6i =0

lo que obtenemos como 1

0.5i, <§> % 4Q Q 3A

Figura 2.3: Utilizacién de las leyes de kirchhoff para resolver el circuito
Aplicando la LCK e el nodo a:

0.560 —ig+3A=0

10



(0.5—1)ig+34=0
—0.5ip + 34 = 0
—0.5ip = —3A
Y

—0.50
i = 6A

Aplicando ley de Ohm:
Vo = (4Q)1ig

Vo = (492)(64)

Vo =24V
Ejemplo 3:

6 A CD b0 i_‘; i 8 Q v,

Figura 2.4: Célculo de los valores de Vj e iy en el circuito mostrado.
Aplicando la LCK con conveccién entra (+):

6A—zo—zo+zx:0

0
R
. G0 Vo
A— —_— — — =
6 10 1 3 0
5.V,
Zig+ — = 6A (2.7)

4 8

Recordado que el voltaje de 2 nodos es el mismo. para todos los elementos conectados
en dichos nodos y alicando ley de Ohm.

11



Vo = i0(292)

D 200 .
ZZO—F 8—920 = 6A

io = 4A

Vo = (2Q)i
Vi = (44)20

Vo =8V

2.3.1. Divisor de voltaje y corriente.

La necesidad de combinar resistores en serie o en paralelo es tan frecuente que jus-
tifica especial atencion. Un divisor de tensiéon es una configuracion de circuito eléctrico
que reparte la tension de una fuente entre una o mas impedancias conectadas en serie.
el divisor de voltaje o tension se puede expresar como:

Asi para n resistencias conectadas en serie:

Ry,

Vi =
R+ Ry + ..R,

La resistencia equivalente en serie se denota con la formula:

Requi = Rl + RQ + R3 + ... Rn

Un divisor de corriente es una configuracién presente en circuitos eléctricos que puede
fragmentar la corriente eléctrica de una fuente entre diferentes resistencias o impedan-
cias conectadas en paralelo.

se establece como:

12



Asi para n resistencias conectadas en paralelo:

. G, .
N G 4 Gat Gat G

Donde G es impedancia o sea:

1 1
Gi=—...Go = —
R R,
Resistencia equivalente en paralelo:
1 1 1 1
=+t

2.3.2. Resistencia equivalente

Cuando en un circuito hay varias resistencias conectadas, resulta ttil para calcular
las corrientes que pasan por el circuito y las caidas de tensién que se producen, encon-
trar una resistencia que pueda sustituir a otras, de forma que el comportamiento del
resto del circuito sea el mismo. Esta resistencia equivalente, se sabe que existe, y para
configuraciones en que las resistencias a sustituir estan en paralelo o en serie, son faciles

de calcular como veras en las préximas secciones.

= La resistencia equivalente de cualquier niimero de resistores conectados en

serie es la suma de las resistencias individuales.

= La resistencia equivalente de dos resistores en paralelo es igual al producto

de sus resistencias dividido entre su suma.

La resistencia de 62 esta en paralelo con la de 3(2 :

(692)(392)
Q30 = ———= =20
6|3 62 4 302
Observando 1£2 y 5{ estan en serie:
12 + 50 = 612

13



4Q 1 Q

© [
=20
R, >
eq r_i__ %59
> 3
sq 562 230

Figura 2.5: Resistencia equivalente del circuito mostrado.

4Q
s AA AN, |
. =20
=, | 6Q
20
30 ¢
o

Figura 2.6: Resistencia equivalente.

obtenemos como circuito el siguiente:

Analizando el circuito os damos cuenta de que las dos resistencias de 2{) estan en
serie:

20 4+ 20 = 4Q

Y esta a su vez esta en paralelo con la de 6€2 por lo tanto obtenemos:

(6€2)(49)

————= =240
62 + 4Q

6040 =

Por ultimo obtenemos un circuito simple:

Y observamos que las resistencias estan en serie lo que da por:

14



4Q

O s

R Z

. = 240Q
8Q

Figura 2.7: Resistencia equivalente.

Regui = 40 + 8Q + 2.4Q
Regui = 14.4Q

ne . Q4 1Q

7 6Q
— 3= /\ < 4Q <35Q
0
b o
b b

Figura 2.8: Resistencia equivalente del circuito mostrado.

las resistencias de 32 y 6 €2 estan en paralelo ya que estan unidos a los mismos
nodos b y ¢ por lo que obtenemos:

(6€2)(392)
30602 = ————= =20
l 62 4 3Q2
De igual manera los resistores de 4€) y 122 estan en paralelo por estar en los mismos

nodos:
(4Q)(12Q)

15



Asi mismo la resistencia de 12 y la de 5¢) estdn en serie y obtenemos:

192 + 50 = 692

10Q . 1Q 4

20 230 Z6Q

Figura 2.9: Resistencia equivalente del circuito mostrado.

Reduciendo el circuito podemos ver que la configuracién de 652 y 3€2 en paralelo es 22

6030 = 20

Y al estar la resistencia de 12 en serie da como resultado 3f).

e

20 =30

b o
b b

Figura 2.10: Resistencia equivalente del circuito mostrado.

La configuracion de 2€) y 3€) en paralelo es:

(292)(392)

Q[2Q =
3| 2Q + 302

=1.2Q2

16



Por ultimo la resistencia de 1.2() esta en serie con la de 10€2 lo cual obtenemos:

Requi = 104+ 1.2 = 11.20)

200

A .,
A R
R, 182/ N 200
e, 19
55 ea .
ya 20 N\
b 4 M—

Figura 2.11: Resistencia equivalente del circuito mostrado.

Al vizualizar el circuito podemos observar que la reistencia de 20¢2 esta en parallelo
con la de 5{2 y obtenemos:

L (200)(5Q)
200152 = 5p57 = =40

Y la resistencia resultante de 4€) esta en serie con la resistencia de 12 por lo que da 5{2

40 + 1) = 50
5() esta en paralelo con 20f) y este resultado es 4(2.
(20€2)(52)
—————= =40
2092 4 52
4€) esta en serie con 22 por lo que da 6f).
40 + 2Q) = 602

6€2 esta en paralelo con 902 y este resultado es 3.652.

(9€2)(6€2)

= 3.692
982 + 652

y esta resistencia esta en paralelo con la de 18(2

(189)(3.69)
VAT 30
80+360 °

Por ultimo la resistencia de 3€) esta en serie con 8¢2 por lo que da como 112

Requi = 11+ 3 =110

17



2.4. Nodos, Ramas y Lazos

Los elementos basicos de un circuito pueden interconectarse en diversas formas y
por tanto es necesario entender algunos conceptos basicos.

Rama: representa simplemente un elemento tal como una fuente de voltaje o resis-
tor.

Nodo: es el punto de conexion entre 2 o mas ramas.
Lazo: es cualquier trayectoria cerrada en un circuito.
Una red con b ramas, n nodos y [ lazos independientes satisface el teorema fundamental

de topologia de redes.
b=1l+(n-1) (2.8)

l=b—(n+1) (2.9)

18



Capitulo 3

Métodos de Nodos y de Mallas

3.1.

Método de nodos

Proporciona un método general para analizar circuitos empleando los voltajes de
los nodos como variables del circuito. Al elegir los voltajes individuales, se reduce el
nimero de ecuaciones simultaneas a resolver.

3.1.1. Pasos para el método de nodos:

A continuacién se indican los pasos que deben seguirse para utilizar el método de
Nodos en la solucién de Circuitos Eléctricos.

1.

2.

Elegir el nodo de referencia.
Se asignan los voltajes de nodo: Vi, V5, ..., V, 4.

Aplicar LCK en cada n — 1 nodos. (a excepcién de la referencia).

. Se expresan las corrientes en términos de los voltajes de los nodos (Ley de Ohm).

Se resuelven las n — 1 ecuaciones simultdaneas.

(Ve — V1)
R

Ejemplo:

El nodo 0 es el nodo de referencia. Se utiliza la convencion si entra es positivo.



(o)
: I ‘uln
A Y= R
-ﬁ.

Figura 3.1: Ejemplo 1.

Nodo 1:
]1—2'2—7;1—[220
Nodo 2:
ig-ig—f-]gzg
Por ley de Ohm:
L _i-0) %
! Ry Ry
(i —Wy)
Ig = ————=
Ry
B0V
’ R, R;
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Ejercicio: Calcular los voltajes de nodos.

Figura 3.2: Ejercicio 1.

El nodo 0 es el nodo de referencia. Se utiliza la convencion si entra es positivo.
Nodo 1:

Nodo 2:

1o — i3+ 10A —5A =0... — iy + i3 = HA

21



Por ley de Ohm:

L0 W
2Q 2Q
U0
40)
L0 W
62 62

Ahora, se expresan las corrientes en terminos de los voltajes de los nodos.

Vi (i—W)
— + ——=2 = 5A](4Q
bR 5A](4Q)
Se multiplica por 4 para simplificar la ecuacion.
3Vi — Vo =20v
Se repite para el nodo 2.
—-Mi=V) Vi
[ 10 teg = 5A](1292)

—3(V; — Vi) + 2V = 60v
—3V; + 5V = 60v

Ya que son ecuaciones con las mismas variables se aplican ecuaciones simultédneas (V}
y Va).

4Vy = 80v...
Vo =20V
Se sustituye el voltaje obtenido en la ecuacién anterior, en cualquiera de las dos
ecuaciones originales para obtener V;.
—3(V1) + 5(200) = 60v
3(V1) = 100v — 60v

3Vi = 40V..Vp = 13.3V



Ya que se obtuvieron los voltajes, con estos mismos se obtienen las corrientes.

13.3v

o33

. (13.3v — 20v)

o B220)
20v

= _[33A]

*Como dio negativa la segunda corriente, nos damos cuenta que tenfamos mal planteada
la direccién de 5.

Ejercicio: Calcular los voltajes de nodo en el circuito siguiente.

Figura 3.3: Ejercicio 2.

El nodo 0 es el nodo de referencia. Se utiliza la convencion: si entra es positivo.

Nodo 1:

—i1 — iy + 1A =0...i; +is = 1A

Nodo 2:

Go — i3 — AA = 0... — iy — i3 = 44

Por ley de Ohm:

i:m—m:ﬁ_
! 20 20
2 60
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(a0 W
T

Ahora, se expresan las corrientes en terminos de los voltajes de los nodos.

Vi, (i=V)
[E + —6a - 1A](6£2)
4V, — Vo = 6w
Se repite para el nodo 2.
Vi-Va) Vo _
[ ) + o= 4A](429)

Vi = TVy — 6V, = 168v

Vi — 13Vy = 168v

Ya que son ecuaciones con las mismas variables se aplican ecuaciones simultaneas.

Vi — 13V, = 168V
—(4V; = Vs = 6V)(13)

4BV, = 90V,
Vi =— 2v

Por lo tanto:

LA=2V) =V, = 6.
Vo = —14v

Ejercicio:

Calcular los voltajes de nodo en el circuito siguiente.
El nodo 0 es el nodo de referencia. Se utiliza la convencion: si entra es positivo. LCK
en cada nodo.

Nodo 1:

AA — i) — g — i3 = 0.0y + iy + i3 = 4A

Nodo 2:

—ig+iys —4A+ 104 — (=24) =0... — iy + iy = 8A



Figura 3.4: Ejercicio 3.

Nodo 3:
Por ley de Ohm:

(Vi — V&)
2002

11 =

(Vi = Va)
509

19 =

Ahora, se expresan las corrientes en terminos de los voltajes de los nodos.

iV  =Ve) (W) _ 000

[ 200 5090 100




5(Vi — Vi) +2(Vi — V3) + V4 = 4000
8V1 — 2V5 — 5V3 = 400v

iV (a1
5082 4062

— 84](2009)

—A(Vy = Va) + 5(Va — V3) = 16000
—4V; + 9V, — 5V5 = 1600v

(Vi-Vs) (a-1p) Vs
2002 4002 254
10(Vy — V3) + 5(Va — V3) — 8V3 = 4000

10Vy + 5V, — 23V5 = 400v

[ — 24](2009)

400 8 -2 -5 Vi
1600 | = -4 9 -5 Vs (3.1)
400 10 5 —-23 Vs
Por lo tanto:
Vi =264.3V
Vo = 397.42V
Ve = —196.78

Ejercicio: Calcular el valor de la resistencia equivalente utilizando el método de no-
dos, todas las resistencias valen R.

El nodo 0 es el nodo de referencia. Se utiliza la convencion: si entra es positivo. LCK
en cada nodo.

Nodo 1:
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Figura 3.5: Ejercicio 4.
I —1—iy=0
Nodo 2:
11 —13—14=0
Nodo 3:
19 +1i3—15=0

Por ley de Ohm:

(Vi — Va)
R
(Vi — Va)
R
(Vo — V3)
R
(V2)

Iy = ~—=

R
(Vs)

15 — ——

R
Ahora, se expresan las corrientes en terminos de los voltajes de los nodos.

i1:
i2:

13 =

Vi-Vo) (Vi—Vy) _
S (R

2Vi = Vo = Vs = (I)(R)



Vi=V,) (Va—V5) V3

% ——=® “® "
1
(E)M—?)Vﬁ‘/é]:o
Vi—=Vs)  (Va—V3) Vg
R + R R_O
1
(Vi =8V + V] =0
RI 2 —1 —1 1%
0 =1 -3 1 Vy (3.2)
0 1 1 -3 Vs

’ determinante==8 ‘

RI —1 -1

Vi= 0 -3 1

o 1 =3

Vi = (R)(])
Ry = B
= R

3.1.2. Supernodo

Para este caso las fuentes de voltaje que se conectan entre un par de nodos, hacen
que estas terminales se conviertan en lo que se denomina un ”supernodoz a la ecuacion
entre estos dos nodos esta dada por el voltaje de la fuente conectada entre ellos.

Ejemplo:
Nodo 1:

3A—1i1—13=0
i1+ iy = 3A
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Q 80
WV =t .—V : Ik
0= ()an =10

Figura 3.6: Ejercicio 1.

LVK en el supernodo:

-+

2203
=0

= 20
‘ Qv
Figura 3.7: Supernodo.

Vi +i(292) — 90 =0
i(2Q) = Vi + 9

(Vi 4+ 9v)
22
1 =19

Nodo 2:
le —Z3+4A =0
—ip +i3 = 4A



Nodo 3:

Z3—Z4—3A:O
i3 —i4 = 3A

Ahora, se expresan las corrientes en terminos de los voltajes de los nodos.

(Vi—=Va)  (Vi+9v)
2 2 3120

2(V; — Vo) + Vi + 94 = 6A
3V, — 2Vp = —34

iV | (Ve W)
1Q 82
8(Vi — Vo) + Vo — V3 = 324

—8V1 + 9V, — V3 = 324

= 44](8Q)

(Va—V3) (V)

—sa ~ g =3416Y
(Vo — V3) — 8V5 = 244
Vo —9V3 = 24A
-3 3 -2 0 1%
32 = -8 9 -1 V5
24 0 1 -9 Va

3.2. Método de mallas

El método de analisis de mallas es muy utilizado para resolver circuitos resistivos
(circuitos con solo resistencias) lineales (este metodo, un poco mas ampliado, se aplica
a tambien a circuitos resistivos reactivos). Resolver en este caso significa obtener los
valores que tienen las corrientes en todas las resistencias que haya en el circuito.

Otro procedimiento general para analizar circuitos utilizando corrientes como las
variables desconocidas del circuito.
En este metodo se buscan corrientes, ya que en el de nodos se buscaban voltajes.
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Un lazo cerrado no pasa mas de una vez por un nodo.

Malla: Es un lazo que no tiene lazos internos.

20

i1
. T * 40 20
- AN
SRR SN
<« i2 <« i3

Figura 3.8: Malla 1.

Pasos para determinar las corrientes de malla

1.- Se asignan las corrientes de mallas iy, 4o, ..., 7,, a las n malllas.

2.- Se aplica LVK a cada una de las n mallas. Se utiliza Ley de Ohm para expresar

voltajes.

3.- Se resuelven las n ecuaciones simultaneas resultantes para conseguir las corrien-
tes de malla.

Ejemplo: Calcular ¢;e:2 en el circuito siguiente.
CIRCUITO
CIRCUITO

CIRCUITO

Paso 1.- Ya se muestran las direcciones de ijeiy, es conveniente utilizar por facili-
dad la direccion en el sentido en que giran las manecillas del reloj.

Paso 2.- Se aplica LVK a cada malla.
Del circuito anterior...

Aplicando LVK en malla 1




_‘/1+R1*i1+R3*i1—R3*i2 =0
—‘/1+R1*i1+R3(i1—i2):0 — 1
Aplicando LVK en malla 2

‘/1+R3*Z'2—R3*Z.1+R2*7;2:O

%+(R2+R3)*12—R3*21:0
R3*i1+(R2+R3)*i2:—‘/2 — 2

Vi\_(Ri+Ry —Ry i
Ve | —Rs  Ry+ Rs (5

Problema: Calcule el valor de V{ utilizando el método de mallas.
Aplicando LVK en malla 1

10V +2KQ %11 + 3KQ *x 11 +4KQ %17 — 4K x iy

12KQ x4 —4KQ %19 —3KQ x13 =2V — 1

Aplicando LVK en malla 2

AKQ xip + (6KQ +4KQ 4+ 4KQ) % iy — 6KQ % i3 — 12V
AKQ % i1 + 14KQ %19 —6KQ x i3 =12V — 2

Aplicando LVK en malla 3

—3KQxi; —6KQ %19+ 15KQ*%xi3=8V — 3



2V 12KQ —4KQ —3KQ i
12V | = | —4KQ 14KQ —6KQ io
8V —3KQ —6KQ 15KQ iz

Determinante :1.578210'?

11 = 1.483mA
19 = 1.8251mA
13 = 1.493mA

Vo = (1.493mA)(6KQ) = 8.95V

Anadlisis de mallas con fuentes de corriente

4 3
— AW
il i2

On 35 ¢

o

Figura 3.9

Aplicando LVK en malla 1

Aplicando LVK en malla 2
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Sustituir ecuacién 2 en 1

109 + i, — 6Q(—5A) = 10V
109 % i, + 30V = 10V
i = —24

Cuando existe una fuente de corriente entre dos mallas se crea una supermalla

V1 5A

Figura 3.10

Como se excluyen las fuentes de enmedio se usa LVK en malla 1

—20V — (69 + 29) % i1 — 2Q x iy + Vi, = 0

LVK en malla 2

Vi, — 2Q % iy + (20 + 109 + 4Q)iy = 0

Como no se conoce la variable Vi,

Aplicando LV K en ” supermalla”

20V 4 6Q % iy + (100 +4Q) — iy = 0

Se utiliza LCK en la rama excluida
Convencién entra positivo

21—22+6A:0
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BA

Figura 3.11

10%[iy —iy = —64] — 2
10%i; —1Q%iy=—6V — 3

Poner ecuacion 2y 3

(—6) * [1Q2 % i) — 1Q *x iy = —6V]

0+ 202 x 25 = 50V

ip =3¢ —
1o = 2.84
Por lo tanto, para tener 7; se hace:
i1 =13 — 6A
ih=(28—-6)A

11=-3.2A
Super Malla
Esta herramienta es utilizada al tener una fuente de corriente compartida.



~ 40 20
) M T'o
I
i2 i3 i4
60 Y &0 o
E i3

Figura 3.12

Ejercicio 1.-

—8q *xi3+ (10q) x iy = =100 — 1
Aplicando LVK a la super malla

29*21—|—(69)*22—|—(4Q—|—89>*23—89*’l4:0

20 %11 + (6q) *is + 12 x i3 —8q *ig =0 —> 2

Obtenemos las ecuaciones de enlace aplicando LCK en nodo (P y Q) de la rama con
fuente compartida.

*pP
—i1+i2—HA =0

1
(—22+23+320:0) — 5

Se observa que.-
io = —26) — 5

*Q
—iy 4 i3 + 3(—ig) = 0

(—ig + i3+ 3iy = 0) !
J— P *_
1y T+ 13 (2 Q

Ogxtp —lgxig+1g*xig—3q*xiy =0 — 7
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Acomodando las ecuaciones 1,2,4 y 7 ,para proceder a calcular las corrientes .
—89*23+(10Q)*Z4: —10v — 1

—lg*xu +1g*ia +0q*xi3++0q*xiy =50 — 4

OQ*il—1Q*i2+1g*i3—3g*i420 — 7

O ANA—

12 2
1KQ OK
il i3
(I) e g
ok 2k

Figura 3.13

&V 1kQ
|
1

Ejercicio 2.-
Aplicando LCK para obtener las ecuaciones de enlace en la Super Malla.
—ig+i3=4mA — 1
i1 =2mA — 2
—3kq * i1 + 2kq * iy + 4kq * i3 = 6v
1kq * 19 + 2kq x 13 + 2kq x i3 — 2kq * 11 + lkq x 19 — lkq x i, = 6v —

Sustituyendo 2 en 3.
2kq * iy + 4kq x i3 =120 —> 4

Resolviendo el sistema de ecuaciones con 1 y 4.

—2]{79 *ig +2kQ *ig = 8v
2]{?9 * ig —|—4]{7Q * ig =12v



12V [ —2KQ 2KQ )\ [ i
sV ) T\ 4KQ 2KQ )\ i

il =2mA
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Metodo de Inspeccién

Ejercicio 1.-
Aplicando LCK en: Nodo 1. convencion, entra positivo.

.1

-—>

Figura 3.14

i1+i2:[1—12 — 1

Nodo 2.
iQ — i3 = —Ig — 2
Aplicando Ley de Ohm.
1
il = Gl‘/l = RV — 3
Vi
. 1
S T T
1
1 pun pumn 5
i3 = G3Vs RaVs —

Agregando 3y 4 en 1.
GVi+GVi—Vo)=1 -1,

(G1+G2)‘/1—G2—‘/2):]1—]2 — 6

Agregando 4 y 5 en 2.
Go(Vi = Vo) — G3Va = —1y
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("n")=(

Matriz que se pudo ver obtenido por simple inspeccion demostrado anteriormente.

Ejercicio 2.-

Figura 3.15

Gy —Vi— (Gs +Go)Vo—) = =1
—Gy = Vi + (Gs + Go)Vo—) = =1,

Se puede visulaizar que

G + Ga(sumaderamasenelnodo)

—Go(compartido)

Go + G3(sumaderamasenelnodo)

V1 s V 8Q V3 8Q

A

V4

— 7

—Gy(compartido)

R

L)

Figura 3.16

)

vinodol
vonodo2

)



Por metodo de inspeccion obtenemos]

3014 39 —2Q OQ OQ U1
— 120A o —8Q 539 —5Q —4OQ ()
0 o OQ - 1Q 4Q —19 (%}
48A OQ —89 — 1Q 139 V4

Matriz que se pudo ver obtenido por simple inspeccion demostrado anteriormente.
Ejercicio 3.-

Figura 3.17

Por metodo de inspeccién obtenemos]

4V 99 —20 —20 0q Oq i
6V 29 10q —4q —1lq —Ilg o
—6V | =] -2 —40 99 0o Ogq iz
0 0o —lo 0a 8 —3a iy

-6V 0o —1lo 0o —3q 4o 5



Capitulo 4

Teoremas de Circuitos:

4.1. Transformacion de fuentes

Un teorema muy importante para la resolucion y simplificacion de circuitos eléctri-
cos es la transformacion de fuentes. Una transformacion de fuentes es el proceso de
reemplazar una fuente de voltaje Vs en serie con un resistor R por una fuente de
corriente Is en paralelo con el mismo resistor R en paralelo o viceversa.

— AN\, ——o A A

Ve — <:> Is CT) R

Fuente de voltaje con resistor en serie Fuente de corriente con resistor en paralelo

Figura 4.1: Transformacion de fuentes independientes.

Para que el principio se cumpla, la relacién de voltaje y corriente entre las termina-
les (A,B) debe ser la misma, lo que las vuelve equivalentes. Podemos comprobar dicha
relacion porque al momento de apagar las fuentes la resistencia entre A-B serd R para
ambos circuitos.

Entonces se debe de cumplir que:

]Vs:IS-RHIs:%

Hay dos condiciones importantes que se tienen que tener en cuenta:

-Al transformar una fuente de voltaje, la felcha de la corriente debe apuntar hacia
el lado positivo de dicha fuente de voltaje.
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-Cuando se analizan fuentes de voltaje y corriente ideales la transformaciéon no es
posible, pues se indefinen las ecuaciones.

Esta transformacién no afecta al resto del circuito que esta conectado en las termina-
les A-B, por lo que resulta una herramienta eficaz para manipular circuitos y analizarlos
mas facilmente en las situaciones cuando es aplicable. También se puede utilizar para
reducir fuentes dependientes, sin embargo se tiene que tener especial cuidado con la
variable dependiente. En el andlisis de circuitos, nos encontramos con que la transfor-
macion de fuentes tiene aplicaciones especiales en situaciones que se describen en otros
teoremas de circuitos, los teoremas de Thévenin y Norton.

Partiendo del principio de la transformacién de fuentes dependientes, cada teorema
establece lo siguiente:

= El teorema de Norton establece que cualquier red de dos terminales puede redu-
cirse a una fuente ideal de corriente y a una resistencia en paralelo.

= El teorema de Thévenin establece que cualquier red de dos terminales puede
reducirse a una fuente ideal de tension y a una resistencia en serie.

Ejemplo de dicho teorema, se tiene el siguiente circuito el cual queremos simplificar a
su forma mas reducida:

Entonces, aplicando la transofrmacién en la fuente de corriente I=3A y nuestra resis-
tencia con valor de 10 ohms, tendremos una transformacion de la forma:

Vs = Is-R
Vs = 3A4-10
Vs = 30V

(Conectada en serie con la misma resistencia de 10 Ohms)
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Pero de la misma manera tendremos una transformacion en V=15 del lado derecho,
con la forma:

_ Vs
Is = E
[8 = 3
Is = 15/3(conectada en paralelo con la resistencia de 3 ohms)

Entonces el circuito quedaria de la siguiente manera:

10 8
— 30V 6

53 54 ()

Ahora facilmente podemos sumar resistencias equivalentes en serie y paralelo para tener
el siguiente circuito equivalente:
18

— 30V 2 5A<T>

Pero también podemos volver a cambiar esa fuente de corriente:
18 2

|

— 30V — 10V

Entonces sumando la resistencia equivalente en serie y una simple resta de voltaje



de las fuentes pues estan en sentido contrario con la de la corriente:

Ahora simplemente utilizando la ley de Ohm podemos ver que la corriente del cir-
cuito equivalente que tenemos serd igual a 1A.

4.2. Teoremas de Circuitos

4.2.1. Teorema de Thévenin

En la teoria de circuitos eléctricos, el teorema de Thévenin establece que si una
parte de un circuito eléctrico lineal estd comprendida entre dos terminales A y B, es-
ta parte en cuestion puede sustituirse por un circuito equivalente que esté constituido
unicamente por un generador de voltaje en serie con una resistencia, de forma que al co-
nectar un elemento entre los dos terminales A y B, el voltaje que cae en él y la intensidad
que lo atraviesa son las mismas tanto en el circuito real como en el equivalente.

El teorema de Thévenin fue enunciado por primera vez por el cientifico aleman Her-
mann von Helmholtz en el anio 1853, pero fue redescubierto en 1883 por el ingeniero
de telégrafos francés Léon Charles Thévenin (185771926), de quien toma su nombre. El
teorema de Thévenin es el semejante del teorema de Norton.

Ya que en la practica es comun utilizar circuitos o sistemas donde los compenentes
sean variables, resulta poco practico realizar todos los calculos para encontrar los valo-
res de los elementos del circuito con el que se esta trabajando, por eso con éste teorema
se proporciona una técnica mediante la cual la parte fija del circuito se remplaza por
un circuito equivalente con las siguientes caracteristicas:

.....

Figura 4.2

Para calcular la tensiéon de Thévenin, Vth, se desconecta la carga (es decir, la resis-
tencia de la carga) y se calcula Vyp. Al desconectar la carga, la intensidad que atraviesa
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Rth en el circuito equivalente es nula y por tanto la tensiéon de Rth también es nula,
por lo que ahora Vig =V}, por la segunda ley de Kirchhoff.

Debido a que la tensién de Thévenin se define como la tension que aparece entre los
terminales de la carga cuando se desconecta la resistencia de la carga también se puede
denominar tensién en circuito abierto.

Para calcular la resistencia de Thévenin, se desconecta la resistencia de carga, se
cortocircuitan las fuentes de tensién y se abren las fuentes de corriente. Se calcula la
resistencia que se ve desde los terminales AB y esa resistencia Rp es la resistencia de
Thevenin buscada R, = Rap

Siguiendo esos pasos se deben considerar dos situaciones al querer calcular la resis-
tencia de Thévenin en el circuito:

1. Si el circuito contiene Unicamente fuentes independientes, éstas simplemente se
apagan y se obtiene el valor de Ry, al calcular la resistencia entre las terminales
a—b.

2. Si el circuito contiene fuentes dependientes, se“apagan”todas las fuentes inde-
pendientes, pero no se pueden “apagar”’las fuentes dependientes ya que estan
controladas por variables del circuito. Para solucionar este problema se conecta
una fuente de voltaje V, entre a-b y se determina el valor de i,. Entonces, para
calcular Ry, simplemente se hace la operacién Ry, = % Ambos procedimientos
dan el mismo resultado. En general se elige una fuente de voltaje V, = 1V 6 una
fuente de corriente i, = 1A para facilitar los calculos.

40
T
R _
e - 240Q
8Q ‘
O W,
Figura 4.3

-Ejemplo de como se encuentra un circuito equivalente de Thévenin:
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Estecircuitosetrans formaalsiguiente :

Vin =20V — Ry,

En primer lugar, calculamos el voltaje de Thévenin entre los terminales A y B de la
carga; para ello, desconectamos Ry, del circuito (queda un circuito abierto entre A y B).
Una vez hecho esto, podemos observar que la resistencia de 10 ohms esta en circuito
abierto y no circula corriente a través de ella, con lo que no produce ninguna caida de
voltaje. En estos momentos, el circuito que necesitamos estudiar para calcular el voltaje
de Thévenin esta formado inicamente por la fuente de voltaje de 100 V en serie con dos
resistencias de 20 ohms y 5 ohms. Como la carga Ry, esta en paralelo con la resistencia
de 5 ohms (recordar que no circula intensidad a través de la resistencia de 10 ohms), la
diferencia de potencial entre los terminales A y B es igual que la voltaje que cae en la
resistencia de 5 ohms, con lo que la tensién de Thévenin resulta:

5
Vip = ——— . 100V = 20V
o0+ 5

Para calcular la resistencia de Thévenin, desconectamos la carga R; del circuito
y anulamos la fuente de tension sustituyéndola por un cortocircuito. Si colocasemos
una fuente de tensién (de cualquier valor) entre los terminales A y B, verfamos que las
tres resistencias soportarian una intensidad. Por lo tanto, hallamos la equivalente a las
tres: las resistencias de 20 ohms y 5 ohms estan conectadas en paralelo y estas estéan
conectadas en serie con la resistencia de 10 ohms, entonces:

Ry = 2550 + 100 = 140

20+5
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4.2.2. Teorema de Norton

En 1926 el ingeniero E.L. Norton de la compania Bell propuso un teorema similar
a Thevenin conocido como el Teorema de Norton. El teorema de Norton establece que
un circuito lineal de 2 terminales puede ser reemplazado por un circuito equivalente
concistente de una fuente de corriente In es la corriente de “corto circuito” medido
atraves de las terinales y Rn es la resistencia de entrada equivalente entre las terminales
cuando las fuentes independientes estan apagadas.

) w

Circuito lineal de 2

) Carga
terminaes

o

il

I (f| RN Carga

e

Es facil observar que Ry = Rry ya que se utiliza el mismo procedimiento para
calcularlas.

Para calcular Iy, se determina la corriente como “corto circuito”que circula en las
terminales a — b.

]N - ]se

Al comparar las relaciones de Thévenin y Norton se observa que:

VTH
Iy = ——
N Rew

En otras palabras se trata de una transformacion de fuentes.

Puesto que Vg, Iy v Rry estan relacionados, para calcular el equivalente de Thévenin
o Norton se requiere:

= El voltaje de “circuito-abierto” V. a través de las terminales a — b.
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» La corriente de “corto-circuito” i,. en las terminales a — b.

= La resistencia equivalente de entrada R;, entre las terminales a-b cuando todas
las fuentes independientes estan apagadas.

circuito lineal
de 2
terminales

d
——C +

IIIItirlIl'l:

4{:'_

b

circuito lineal
de 2
terminales

VTH = ‘/oc

Circuito lineal
con las fuentes
independientes
"apagadas”

]TH = lsc

RTH = Rzn

Se debe considerar los 2 mismos casos contemplados al calcular la resistencia de

Norton Ry .

Las pruebas de “circuito-abierto” y “corto-circuito” son suficientes para encontrar cual-
quier equivalente de Thevenin o Norton.

VTH = ‘/;)C

Ejemplo: Calcule el equivalente de Norton en el siguiente circuito.
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Ry = (44 8+8)Q//50 = 300/ /60 = ZXDED _ 1009 _ 40)

= I 2002+59 250
Para calcular Iy se utiliza analisis de mallas:

R1
Uy ¥
20
;JRE
H <40
7A C ¥
LR 12V
€
Reokind:
T R4
& At Ny &
BQ
—12v —4i; + (44 8+8)ia =0 — 2
—44y 4 207 = 120 — 3

Sustituyendo 1 en 3:
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—4i(2A) + 20iy = —8v + 20iy = 12 —
20is = 120 + 8v

20i5 = 20v

is =14

Y como 19 = ig. = Iy
El circuito equivalente de Norton es:

o

1A ;ﬂﬂ

4.3. Maxima Transferencia de Potencia

En muchas aplicaciones practicas, un circuito se disena para proporcionar potencia
a una caja, a mismo tiempo se busca reducir las perdidas en el proceso de transmision
y distribucion debido a las criticas condiciones de eficiencia y economia. Existen otras
aplicaciones en areas tales como las telecomunicaciones, en donde es deseable maximizar
la potencia entregada a una carga. En esta ocasion se tratara el problema de entregar
la maxima potencia a una carga para un sistema en donde se conoce las perdidas
internas. Es importante resaltar que se tendran perdida internas mayores o iguales a
la potencia entregada a la carga. El equivalente de Thévenin es util para calcular la
potencia maxima que un circuito lineal puede entregar a una carga. Suponiendo que se
puede ajustar a la resistencia de carga Ry. Si el circuito completo se remplaza por su
equivalente de Thévenin (excepto la carga), como se muestra en la figura siguiente:
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< =
0=

{,;‘
}?H,‘

Foin

= 0

La potencia entregada a la carga esta dada por:

PL == i2 * RL
i Vru
Rry + Ry,
VTH 2
Pr=(—)*R
k (RTH + RL) k
FLuy
P a
0 Ry R,

Figura 4.4: Gréafica de potencia entregada en funcién del valor de Ry.

La potencia entregada a la carga varia de la forma mostrada en la grafica.
Se observa que la potencia es pequena tanta para valore pequenos como grandes de Rj,
pero su valor maximo de enuentra para un valor especifico de Ry, (entre 0y 00).
Esto se conoce como el teorema Maxima Transferencia de Potencia.

La transferencia maxima de potencia a la carga cuando la resistencia de carga es
igual a la resistencia de Thevenin (R, = Rry).
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A continuacion se demostrara para que valor de Ry se tine la maxima transferencia
de potencia.

Recordando que la potencia que se transfiere a la carga esta dada por:

VTH

P pr— ————————————
L (RTH+RL

)2*RL

Empleando el metodo de maximos y minimos:

dP,  (Rru + Rp)* % g (Viy * Re) — (Viy * Re) * g5~ (Rrw + Ri)’

dR; (Rry + Rp)*

(Rru + Rp)? « Vg — 2(Rrw + Ry) (Vi = Ry)
(RTH -+ RL)4

(Rry + Rp) x Vg — 2V2, * Ry,
(Rry + Rp)?

_ ngH * (RTH — RL)
(RTH + RL)3

dPL _ V%H % (RTH — RL)
dRy, (Rru + Rp)?

Para calcular las raices se hace —jgﬁ =

V’ZgH * (RTH — RL)
(RTH + RL)3

=0
V%H * (RTH — RL) =0

Rrgy — R =0

Sustituyendo el valor de Ry en la ecuacién de potencia entregada, se obtiene:

VTH

mazx RL + RL

V2
24 R =-H p — "TH __ "TH
ey y il y

o4



6 0 jg 28 g

ZA Ry
b

Figura 4.5: Circuito del ejemplo.

Ejemplo: Calcule el valor de R, para maxima transferencia de potencia en el circuito
siguiente (calcule también el valor de la potencia).

En primer lugar se requiere calcular el valor de Rry v Vry para obtener Rpp, se
deja “abierto” el circuito entre los puntos “a” y “b” y se sustituyen las fuentes por sus
impedancias internas ideales: fuente de voltaje — 02 y fuente de corriente — o0of2

6L 35 24

.'v'.'-""-\."% o I.-'~-'I-.'u-'-."\.-'-."\.- i -\.'.I '-':\I ]
& Ry
<120 -

Rryp =6//(124+3+2)Q = (4+5)Q =90

Para calcular el voltaje de Thévenin se emplea el circuito mostrado a continuacién:

Hh L) FL) 2}
5 'L'-.."l 'mr.\'-_ L-\.'ﬂ'n.'ﬂ"-"-.'- '._.I.'.....'."_.".'- -D,
| ;
.
12V @ s (3,) ()24 Vi
| | =

Empleando analisis de mallas:
—12v 4+ (6 4+ 12)Q; — 12Qi5 = 0 io = —2A
18i; — 12Q(—2A) = 12v
1871 + 24v = 12v
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1811 = 12v — 24w

. 12v 2
11 = = —=

S 18Q 3
Empleando el lazo exterior para obtener Vg, da como resultado:

—12v + 6921 + SQZQ + VTH =0
2
Vg = 12v + 4v + 6v

VTH = 22v
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Capitulo 5

Elementos que almacenan energia

5.1. Elementos reactivos

Un tipo muy importante de elementos lineales pasivos son los capacitores e induc-
tores. A diferencia de los resistores (resistencias) que disipan energia, los capacitores e
inductores almacenan energia (no la disipan) que puede utilizarse posteriormente. Por
esta razén se les conoce como elementos almacenadores o reactivos.

5.2. Capacitores

Un capacitor es un elemento disenado para almacenar energia en su campo eléctrico.
Junto con los resistores, los capacitores son los componentes eléctricos mas comunes y
son ampliamente utilizados en electrénica, comunicaciones, computadoras y sistemas
de potencia. Un capacitor esta construido como se muestra en la siguiente figura:

Dieléctrico con permitividad &

Placas metdlicas,
con drea A

+q -q

b o
f’ L J

Figura 5.1: Un capacitor consiste de dos placas conductoras separadas por un aislante
(o dieléctrico).

En muchas précticas las placas son laminas de aluminio, mientras que el dieléctrico
puede ser aire, ceramica, papel o mica.

Cuando se conecta una fuente de voltaje V al capacitor, la fuente deposita carga
positiva +¢ en una placa y carga negativa -q en la otra placa. Se dice que el capacitor
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almacena la carga eléctrica. La cantidad de carga almacenada se represente por q y es
directamente proporcional al voltaje aplicado V, por lo que:

g=0-V

La capacitancia es la razon de carga en una placa de un capacitor con

respecto a la diferencia de voltaje entre las dos placas y esta medida en
farads(F).

En realidad la capacitancia no depende de ¢ ni de V, sino mas bien de las dimensiones
fisicas del capacitor. Por ejemplo, para el capacitor de placas paralelas la capacitancia
esta dada por:

A
C=¢- =
'
en donde:
= A: Area de superficie de cada placa
» d: Distancia entre las placas

» ¢: Permitividad del material dieléctrico entre las placas.

En general tres factores determinan el valor de la capacitancia:

= 1. El drea de superficia de las placas, a mayor area, mayor capacitancia.
= 2. El espacio entre las placas, a menor distancia entre placas, mayor capacitancia.

= 3. La permitividad del material, a mayor permitividad, mayor capacitancia.

capacitor fijo capacitor variable.
i C i C
—_— —_—
o I o o e 0
T U= +U —

Figura 5.2: Simbolo del capacitor.

Existen multiples valores comerciales de capacitancias y sus valores normalmente se
expresan en picofarads (pF) a microfarads (uF).

Las relaciones voltaje-corriente del capacitor se muestra a continuacion:

Derivando ¢ con respecto a t

q=C-V — dq _ C-V]=C- @Recordando que:

4
dt ~dt dt



se tiene:

Para obtener v, () se integran ambos miembros de la ecuacién anterior:

ve(t) t
/ic(t)dt:/O-dvc(t) N dvczé-/ ie(7) dr
0

v (0)

velt) = % - / () dr + ve(to) )

to

La potencia instantanea es:

dv
P=v,-i,=v,-C-—= 3
Ve le =10 o (3)
y por lo tanto, la energia es:
d ! ! 1
P:—w—>w:/pd7':/ Cvedv. = =C - VA(t)
dt tO tO 2

5.2.1. Propiedades de un capacitor

Un capacitor tiene las siguientes propiedades:

Cuando el voltaje a través de un capacitor no varia con respecto al tiempo, la
corriente a través del capacitor es cero.

Un capacitor es un “circuito abierto” para c.d.

Si se conecta una bateria (c.d.) al capacitor, este se carga al nivel del voltaje de
la bateria.

El voltaje en un capacitor debe ser continuo. El voltaje e un capacitor no puede
cambiar abruptamente.

La corriente en el capacitor si puede cambiar instantaneamente.

Un capacitor ideal no disipa energia, toma energia del circuito, almacena energia
en su campo eléctrico, pero posteriormente la regresa.

Un capacitor real (no ideal) incluye una resistencia de fuga en paralelo. El valor
de dicha resistencia puede ser del orden de 100 MS2 y se considera despreciable
para la mayoria de las aplicaciones.
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5.2.2. Conexién paralelo y serie de capacitores

Para obtener el valor de la capacitacia equivalente de un arreglo de capacitores en

paralelo, se tiene:
. i,* 14 ,-4 ,x‘ + |:> ,({) G %:
’ _

Figura 5.3: Circuito equivalente de capacitores en paralelo.

Aplicando la LCK.

i=i14 i+ +iy (1)
Pero como
. dvy,
=, £
(23 k at
entonces
. dU1 dUg dUN
- L L2 LY 9
7 Cl dt +Cg dt + CN dt ( )
y como
V=7V =V = = UN
dv dv dv
1=C 7 C2'%+"+CN o
N
dv dv
Z_<ch)'dt gt
k=1
N
Ceg =Y _Ch
k=1

La capacitancia equivalente de N capacitores conectados en paralelo es igual a la

suma de de las capacitancias individuales.
Para el caso de capacitores conectados en serie, la capacitancia equivalente se calcula

de la manera mostrada a continuacién:

i C C, Gy
1

Cy i
]l ]l |
If If 1 |
+Vj— +Up— 4 Ug— + Uy — +
v |::> v Coq ==V

Figura 5.4: Circuito equivalente de capacitores en serie.

60



Aplicando la LVK.

bt ot 1)
Recordando que:
1 t
Vg = C_k/tg ik (7) dT + vg(to)

1 _ 1 , 1 ,
v:a-/zldt+v1(to)+€2-/Zth+Uz(to)+"'+C_N'/2th+“N(t0)
puesto que

1=1] =1y ="-""=1N
1 1 1 .
v — (a+@++(f_}v> ./Zdt+yl(t0)—|—112(t0)+-~—|—v1v(t0)
1 t
() foens
en donde:

N
1 1 1 1 1
= — 4 — 4 — = _
Ceq Cl C’2 C'N ;Ck
N

v(to) = va(to) + valto) + - + vn(to) = Y v(to)
k=1
La capacitancia equivalente de un arreglo de capacitores conectados en serie es igual
al inverso de la suma de los inversos de las capacitancias individuales.

5.3. Inductores

Un inductor es un elemento pasivo disenado para almacenar energia en su campo
magnético. La aplicaciéon de los inductores es muy extensa en los circuitos eléctricos y
electronicos En principio cualquier conductor de corriente eléctrica tiene propiedades in-
ductivas y puede tomarse como inductor, sin embargo, para mejorar el efecto inductivo
un inductor practico normalmente se forma con un embobinado cilindrico con muchas
vueltas de alambre conductor, como se muestra en la siguiente figura:

Si se hace circular una corriente a través de un conducto, se sabe que el voltaje a
través del inductor es directamente proporcional a la razéon de cambio de la corriente
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<~—Longitud, € —>|
Area de seccidon
transversal, A

Material del nicleo

Numero de vueltas, N

Figura 5.5: Un inductor consiste de un embobinado de alambre conductor.

con respecto al tiempo, es decir:

di di
i -7 .= 1
vocdt—H) o (5.1)

La constante de proporcionalidad L es llamada la Inductancia del inductor y sus unida-

des son los Henrys (H), llamadas asi en honor al inventor norteamericano Joseph Henry
(1797-1878). De la ec (1) se puede deducir que 1H equivale a 1[£].

La inductancia es la propiedad por la que un inductor exhibe oposicion al cambio de
la corriente que fluye a través de dicho inductor y se mide en Henrys (H)

De manera similar a la capacitancia en los capacitores, la inductancia depende de
las dimensiones fisicas y construccién de los inductores. las férmulas para calcular la
inductancia se derivan de la teoria electromagnética y se pueden encontrar en manuales
y libros de ingenieria eléctrica.

Para el caso del inductor tipico se tiene que la inductancia se expresa de la manera
siguiente:

I N?2.pu-A
12
en donde:
N: Numero de vueltas
¢: Longitud

A: Area de seccién vertical transversal
w: Permeabilidad del nicleo

La inductancia puede aumentarse incrementando el nimero de vueltas del embobi-

nado, utilizando un material para el nicleo con mayor permeabilidad, incrementando
el area de la seccién transversal o reduciendo la longitud del embobinado.
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Como en el caso de los capacitores, existen inductores comerciales con valores que
van desde los microhenrys (pH) como en el caso de los sistemas de telecomunicaciones
hasta decenas de Henrys para sistemas de distribucién de potencia. El nicleo de los
inductores se puede construir de hierro, acero, plastico o aire. Otros nombres que se
dan comunmente a los inductores son: bobina o choque.

Los simbolos tipicos para un inductor se muestran a continuacion, se puede observar
que se utiliza la convencion de signos pasivos.

oA
S PRCE | PR 1

Figura 5.6: Simbolo del inductor.

la relacién i-v (corriente-voltaje) se obtiene de la manera siguiente:

1

Integrando ambos lados
() 1 t
di = —-/ v(T)dr
/1(150) L Jy
1 t
i) — i(ty) = - / o(r) dr
L J,

i(t) = / v(r) dr +iy(to)

to

En realidad la corriente se evaliia desde -oo a t pero parat € [— 00 to] se maneja de
manera practica que i(-oo) = 0 ya en un tiempo (muy prolongado) previo a la medicién,
no habia ninguna corriente en el inductor.

Puesto que el inductor almacena energia en su campo magnético, el valor de la
energia almacenada se puede obtener como se muestra a continuacion:
di)
dt

p:v-i:(L )

Y como
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dt
! boodi ! 1 ' 1
_ _ L— :L ..:_.L.Q :_L'2
w /_Oopdt /_OO( dt)dt /_oozdz 5L 73 i“(t)
1,

5.3.1. Propiedades del Inductor.

Se puede anotar las siguientes propiedades de un inductor:

El voltaje a través de un inductor es cero cuando la corriente es constante
Un inductor actia como un corto circuito para c.d.

Un inductor se opone al cambio de la corriente que fluye por el

La corriente a través de un inductor no puede cambiar instantdneamente.

Como en el caso del capacitor ideal, un inductor ideal no disipa energia, la alma-
cena para entregarla posteriormente.

Un inductor practico tiene un componente resistivo, debido principalmente al
material conductor (por ejemplo el cobre) que tiene una resistividad intrinseca.
Esta resistencia es llamada resistencia de embobinado Ry (del inglés winding) y
aparece en serie con la inductancia. La presencia de Ry, provoca una disipacién de
energia, sin embargo, en muchos casos Ry, es muy pequena y su valor se desprecia.
También se presenta una capacitancia de embobinado Cy cuyo valor también es
pequeno y en general también se desprecia su efecto, excepto a altas frecuencias.

Figura 5.7: Circuito del modelo para un inductor practico.
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5.3.2. Inductores en serie y paralelo.

Al agregar a los inductores a la lista de elementos pasivos, es necesario obtener los
circuitos equivalente de conexiones en seria y en paralelo.

5.3.2.1. Conexidén en serie.

En un circuito serie, la corriente es la misma a través de todos los elementos.

i Ly Iy Iy

Ly i
— —
O——TIN— TN — Y —------ AL
Hg— Py Ty T T FgS +
v Leg

Figura 5.8: Inductores en paralelo.

ol < +

Aplicando LVK al lazo

V=0 + Uy +UN (1)
Recordando que:
dig,
— 7. £
L dt
Sustituyendo en (1):
diy dis diy di di di
— [, =L 22 Ly - —Y T, Lo — ... L - —
T T e T I e A TR T

La inductancia equivalente de inductores conectados en serie es la suma de induc-
tancias individuales.

5.3.2.2. Conexién en paralelo
En un circuito en paralelo el voltaje a través de todos los elementos es el mismo.

i=i1+ip+in (1)

recordando que:

t
iLZ/ ULdt+iL(0)

to
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Figura 5.9: Inductores en serie.

sustituyendo en la ecuacion anterior

1 I
i:_./yldt—|—@1 /Uth+Z2 +—/Uth+ZN(O>
Ll to LN to

i:(l +—+ %) vdt +141(0) +i2(0) + - - +in(0)

ZLk

i(ty) = il(to) +ia(to) + -+ + in(to)

La inductancia equivalente de inductores conectados en paralelo es igual al inverso
de la suma de los inversos de las inductancias individuales.
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Capitulo 6

Circuitos de primer orden

6.1. Forma general de las ecuaciones de respuesta

Las soluciones de la respuesta de circuitos transitorios de 1" orden (i.e. encontrar
los voltajes o corrientes) requieren de resolver una ecuacién diferencial de 1¢" orden de
la forma siguiente:

W0 10 at) = £ )
Aunque existen varias técnicas para resolver dicha ecuacion se mostrara una solucién
general, que se utilizara para el andlisis transitorio. Un teorema fundamental de las
ecuaciones diferenciales establece que si z(t) = z,(t) es una solucién de (1) y z(t) = x.(t)

es una solucién de la ecuacion homogénea:

dx(t)
dt

+a-x(t)=0 (2)
entonces:
a(t) = xp(t) + zc(t) (3)

Es una solucién de la ecuacién original (1). El término z,(t) es llamado ”la solucién
integral particular.® respuesta forzada y x.(t) es llamada ”la solucién complementaria.©
respuesta natural.

Si por el momento se considera f(t) = A (i.e. una constante). La solucién de la
ecuacion diferencial consiste de 2 partes que se obtienen al resolver las 2 ecuaciones:

p(t) _

D) | oyt = A @
(1) o

o +a-x,(t) =0 (5)
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Como el lado derecho de (4) es una constante, es razonable suponer que la solucién

también serda una constante:

zp(t) = K;
Sustituyendo (6) en (4) se tiene que:
A
K==
a
de 5 observamos que:
dz.(t) dx.(t)
= o ze(t) — i dt
dz.(t
/ xc(izt( ) :/—a~dt—>ln [z:(t)] = —a-t+c

6ln [xc(t)} _ 6(—a.t—i-c) _ l’c<t> — @ t ef = /{32 . 6—a-t

Por lo tanto, la solucion de (1) es:

lo cual puede expresarse como:

C(](t) :kl—i-k:Q-e_Tt
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Para la solucion (11), algunos elementos reciben los siguientes nombres (comunes
en ingenieria eléctrica).

» K
Solucién de estado estable (steady-state solution) que corresponde cuando el valor
de la variable z(t) cuando t — oo y el 2° término se vuelve despreciable. T Se
conoce como la constante de tiempo del circuito, observe que el 2° término de
(11) decae exponencialmente (siempre que 7 sea mayor que 0), vale ky para t=0
y vale 0 cuando ¢ — oo .

La razén de decaimiento esta determinada por el valor de la constante de tiempo
T.

xe(t) = Kye ™™

Figura 6.1: Decaimiento de la senal en funcién de la constante de tiempo.

e*t/’r |

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

Figura 6.2: Constantes de tiempo lenta (4 s) y rapida (0.5 s).

6.2. Técnicas de analisis

6.2.1. Meétodo de ecuaciones diferenciales

Puesto que la solucién representada por la ecuacién (11) describe una corriente o
voltaje desconocidos en cualquier parte de la red, una manera en que se puede llegar
a dicha solucién es resolviendo las ecuaciones diferenciales que describen el comporta-
miento de dicha red empleando el llamado método de “variables de estado”, en donde
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se resuelven las ecuaciones que describen el voltaje a través de un capacitor y/o la ecua-
cion de corriente en un inductor. Debe recordarse que dichas cantidades no cambian de
manera instantédnea (oposicién a los cambio debido a los elementos reactivos).

;;xg i£= 0 " fvfz)
R
Vs (i) C==

) l

—0

Figura 6.3: Circuito RC.

Ejemplo: Para el circuito de la figura 1, en el tiempo t = 0 se cierra el interruptor.
Empleando la LVK que describe el voltaje del capacitor para t > 0, se tiene:

Vs + v +v.=0— —vs+i- R+ v(t)
recordando que para un capacitor

dv,
dt

Y como la corriente es la misma para los elementos en serie:

i.=C

i =i,

dv(t)
—vs+ R-C+—— t)=0
Vs + o + v(t)
dolt) | o) _ V.
d¢  RC RC
La solucién para dicha ecuacion diferencial es de la forma:

’U(t) = ]’Cl + ]{32 : B_t/T
Sustituyendo la solucién en la ecuaciéon diferencial, se obtiene:

kl ]{72 -e_t/T Vg kl ]{32 )T

RN +—= — +
RC RC "RC RC

T RC
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igualando los terminos constantes y los terminos exponenciales se obtiene:

ki =V
T=R-C

Por lo tanto:

v(t) = v+ kg e77
En donde vy es el valor en “estado establez RC es la constante de tiempo de la red.
ko estd determinada por la condicion inicial del capacitor. Por ejemplo, si el capacitor
esta descargado inicialmente (esto es, el voltaje a través del capacitor es cero en t = 0),
entonces:
0= Vs + kQ

Por lo tanto la solucién completa para el voltaje v(t) es:

v(t) = vy — v, - e EC

Para el circuito mostrado e continuacién, se puede proceder de forma similar:
r=0 . ?)R(t) —
‘ O WW
R
Vs Ct L

i(r)

Figura 6.4: Circuito RL

Empleando de nueva cuenta la LVK para t>0, se tiene

—U5+UR+UL:0

dis
—oti-R+L- Y2
Vg + 1 + It

:L-fgW+R¢@y:%

Empleando el mismo desarrollo del problema previo

i(t) = = 4 ky - e B/D
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en donde V;/R es el valor en estado estable y L/R es la constante de tiempo del
circuito. Si no hay corriente inicial en el inductor, entonces en t=0.

v —v
0= 2=Fky = ko= 2
R TR
por tanto:
v v
(1) = == 4+ 5. p(=R/L)t
i(t) R+R e
y como
UR:RZ(t)

vp(t) = vy(1 — e” B/

Para el circuito en la figura (5), i(f) = 4(2 — e7*%) mA.
Si i2(0) = -1 mA, encuentre:

L. 41(0);
2. ut), vi(t) y va(t);
3. i1(t) y da(t)

a +

¢ |

Figura 6.5: Circuito RL.

Solucion
i(0) = 4mA
puesto que

i =iy + iy — 11(0) = i(0) — i5(0) = 4mA — (—=1mA) = 5mA

b) la inductancia equivalente es:

4% 12 48
Leg=[4+4//12]H = {4+4+12}H: [4+1—6}H: [4+3|H =T7H

entonces:
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di

U(t) :Leq'a =

7(4)(=1)(=10) - e "mV = 280 - e 'mV
puesto que v = vy + V9

vy(t) = v(t) — vy (t) = e 1% [280 — 80] mV = 200 - e~ mV

¢) la corriente i; se obtiene por medio de:

I 200 [°
Zl(t) = Z/O UQ(t) dt + 21(0) = T . ; 671015 dt + 5mA

i1 =—5-¢1) +5mA=—5 ¢4 5mA+5mA=10—5- ¢

Similarmente
in(t) = - /tv(t)dtﬂ'(())—m /telotdt—lmA
M), P 2T,

-5 ! -5 5 2 5
ig—?-ewt]o—lmA—?-e10t+§mA—1mA—§—§-elot
i(t) = i1(t) + s (t)

iy
| —217° -2 =2 ~19
I= | =d [=— [=—2—-—= [=—
, 2o T x3L 7 33 108
>_ai
=1
B
A= f(z)dx
A

6.3. Problemas de capacitores e inductores

Problema 1: Un capacitor de 1mF originalmente descargado presenta la corriente
mostrada en la grafica. Calcule el voltaje a través del capacitor para t=2ms y t=5ms.
Solucidn:
En primer lugar se define la funcién a partir de la funcién de voltaje de un capacitor:

ve =1 [ i(T)dT + ve(to)

T ¢
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i (mA) A
100 -
0 | | | >
2 4 6 t(ms)
Figura 6.6

0 <t <2msi(t) =77
ve(t) =L [} i(r)dr — i(t) =

Cc

2ms <t < 6msi(t) = 100ms

y=mz+b— m=1000[1] = 504 — j(t) = 50t

velt) = L [2"i(t)dt = LR [ [ 50tdt + [o 100mA - dt] = 1222 2ms+100¢ (5

251%2 |(2)m5+100t|6m8 25A KQTTLS) (0)2] 4 100mA [Gms - 2ms]

2ms™ 1mF

(25%53252) 4 oo 100 [4ms] _ 1010;18 4 400ms 400m5 = ’ 100mV + 400mV ‘

Problema 2: Calcular la energia almacenada en cada capacitor para el circuito si-
guiente (considere condiciones de c.d):
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S % A M_W’

6mA 3K 4K

Por divisor de corriente:

S 3kQ —
22—m6mA—2mA

VR = Va1 = (2KQ - 11) = ()2KQ)(2mA) =4V

VRyx = Vel = (4KQ . 21) = (4KQ)(2mA) =8V

By, =W, =1a0? = 102mF)(4V), =

E., =W,, = 3c0% = 1(4mF)(8V )y =| 128mJ

2 — 2

Problema 3: Calcular la energia almacenada en los capacitores(considere condicio-
nes de c.d) para el circuito mostrado a continuacién:

3k

—AM—

1k 20uF

4”_0

10V [ 10uF 6k

Figura 6.8

+Ve2 -

1k 3k
1k

AAAY,
MN—
+
#D 1ov Vel 6k
1ov 6k :

| .




Por divisor de tension:

(3+6)kQ

— _ 9 —

_ 3k __ 3 —

Problema 4: Calcular la C,, para el circuito siguiente:
Problema 5: Calcule el voltaje en cada capacitor del circuito siguiente:

We, = 302 = $(10uF)(9V), =

(
W, = %CQ'ng = %(QO;LF)(SV)Q

Calculando primero Cy, :

1 1 60mF
Ceq = 1 A T =3I — T g 10mF
20mF ' 30mF ' (40+20)mF 60mF

La carga total es:
q=Cc -V =(10mF)(30V) = 300mC = 0.3C
dgq

o1 si se tiene un circuito en serie, la corriente (y por lo tanto la carga) es la
misma para todos los elementos en serie.

= &= Somr = 15V |
U1 = c1  20mEF 15V
3omr = | 10V |
c2 30mE 10V
= ot = oo =9V ]
U3 = c34cy  A0MmF4+20mEF 24

Problema 6: Calcule el voltaje en cada capacitor del circuito siguiente:

Como i =

Problema 7: Calcule la inductancia equivalente:
Li =20mH + 40mH = 60mH

30mH Ly (30) % (60)(mH)? _ 1800mH

27 30mH + L, (30 +60)(mH)  90mH "

Ly = 100mH + Ly = 100mH + 20mH
Ls = 120mH
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A0mH = Ly (40) = (120)(mH)* _ 4800mH

YT A0mH + Ly (40 + 120)(mH)  160mH
Ls =20mH + Ly = 20mH + 30mH
Ls = 50mH
H+L H)?  2500mH
Leq = 50mH * Ly (50) * (50)(mH)*  2500m — osmE

50mH +Ls (50 +50)(mH) — 100mH

Leq = [%5m ]

6.4. Circuitos de primer orden

6.4.1. Forma general de las ecuaciones de respuesta

Las soluciones de la respuesta de circuitos transitorios de 1¢" orden (i.e. encontrar
los voltajes o corrientes) requieren de resolver una ecuacién diferencial de 1¢" orden de
la forma siguiente:

T - ale) = 10 )
Aunque existen varias técnicas para resolver dicha ecuacién se mostrarda una solucién
general, que se utilizara para el analisis transitorio.
Un teorema fundamental de las ecuaciones diferenciales estaplece que si z(t) = x,(t) es
una solucién de (1) y z(t) = z.(t) es una solucion de la ecuacién homogénea:

dx(t)
T‘FCL-IE(Q:O (2)
entonces:
o(t) = xp(t) + () (3)

Es una solucién de la ecuacién original (1). El término z,(¢) es llamado “la solucién
integral particular.° respuesta forzada y z.(t) es llamada ”la solucién complementaria.®
respuesta natural.
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Si por el momento se considera f(t) = A (i.e. una constante). La solucién de la
ecuacion diferencial consiste de 2 partes que se obtienen al resolver las 2 ecuaciones:

() .

il +a-x,(t)=A (4)
xp(t) _
“d +a-x,(t) =0 (5)

Como el lado derecho de (4) es una constante, es razonable suponer que la solucién
también serd una constante:

p(t) = K (6)
Sustituyendo (6) en (4) se tiene que:
A
K, ==
1= (7)
de 5 observamos que:
dz.(t) dr.(t)
i ze(t) — = a dt (8)
dz.(t
/ Idi ) :/—a-dt—>ln [2:(t)] = —a-t+c
eln [xc(t)] — e(fa-tJrc) — I‘C<t) — @ t . P kg . efa.t (9)
Por lo tanto, la solucién de (1) es:
A —at
z(t) = xp(t) + xc(t) = — ko -e (10)
lo cual puede expresarse como:
2(t) =k +ky-e7 (11)

Para la solucién (11), algunos elementos reciben los siguientes nombres (comunes
en ingenierfa eléctrica). K : Solucién de estado estable (steady-state solution) que co-
rresponde cuando el valor de la variable x(t) cuando t — oo y el 2° término se vuelve
despreciable. 7: Se conoce como la constante de tiempo del circuito, observe que el 2°
término de (11) decae exponencialmente (siempre que 7 sea mayor que 0), vale ky para
t =0y vale 0 cuando ¢t — oo.

La razon de decaimiento esta determinada por el valor de la constante de tiempo 7.
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6.5. Técnicas de analisis

6.5.1. Meétodo de ecuaciones diferenciales

Puesto que la solucién representada por la ecuacién (11) describe una corriente o
voltaje desconocidos en cualquier parte de la red, una manera en que se puede llegar
a dicha solucién es resolviendo las ecuaciones diferenciales que describen el comporta-
miento de dicha red empleando el llamado método de “variables de estado”, en donde
se resuelven las ecuaciones que describen el voltaje a través de un capacitor y/o la ecua-
cion de corriente en un inductor. Debe recordarse que dichas cantidades no cambian de
manera instantdnea (oposicién a los cambio debido a los elementos reactivos).

Ejemplo: Para el circuito de la figura 1, en el tiempo t = 0 se cierra el interruptor.
Empleando la LVK que describe el voltaje del capacitor para t > 0, se tiene:

—Vs+ 0+ 0. =0 — —vs+1- R+ v(t)
recordando que para un capacitor

dv,
dt

Y como la corriente es la misma para los elementos en serie:

1. =C

=1

dv(t)
—vs+R-C-—= t)=0
vs + i + v(t)
dv(t) N v(t) Vi
d¢ ~RC RC
La solucion para dicha ecuacion diferencial es de la forma:

U(t) = ]{71 + kQ . eit/T

Sustituyendo la solucién en la ecuaciéon diferencial, se obtiene:

TR g B Ry s b ke oy U ke oy

= *RcTRC Y TR 'RCTRCCY TRCOTT

igualando los términos constantes y los términos exponenciales se obtiene:



Por lo tanto:

v(t) = v, + kg e

En donde vy es el valor en “estado establez RC es la constante de tiempo de la red.
ko estd determinada por la condicion inicial del capacitor. Por ejemplo, si el capacitor
esta descargado inicialmente (esto es, el voltaje a través del capacitor es cero en t = 0),
entonces:

O:U5+k2

Por lo tanto la solucién completa para el voltaje v(t) es:

v(t) = vg — v - e H/RC

Para el circuito mostrado a continuacién, se puede proceder de forma similar:
Empleando de nueva cuenta la LVK para t>0, se tiene

—U5+UR+UL:0

dig,
v, i L. —L—
vs+1i- R+ It 0
"L'dzl_(?+3'i(t)=vs

Empleando el mismo desarrollo del problema previo

i(t) = “—}; + ky - e~ (RID)

en donde V;/R es el valor en estado estable y L/R es la constante de tiempo del
circuito. Si no hay corriente inicial en el inductor, entonces en t = 0.

Vs —Us

por tanto:

y como

vp(t) = vy(1 — e~ B/

Para el circuito en la figura (5), i(t) = 4 (2 — e~ '%) mA.
Si i3(0) = -1 mA, encuentre:
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1. i1(0)
2. ut), vi(t) y vat)
3. i1(t) y ia(t)
Solucién
i(0) = 4mA
puesto que

i =11+ iy — i1(0) = i(0) — i2(0) = 4mA — (—1mA) = bmA

b) la inductancia equivalente es:

4 %12 48
Leg=[4+4//12]H = |4 H=|4+—|H=[4+3]H="7H
o = [4+4//12] [+4+12] [+16} [4+3]H=7
entonces:
'U(t) = Leq . _Z:; = 7(4)(—1)(_10) . 6—10tmv — 9280 - 6_10th

puesto que v = v1 + v

va(t) = v(t) — vy (t) = 1% - [280 — 80] mV = 200 - e~ mV
¢) la corriente i; se obtiene por medio de:

1 [! 200 ¢
() = Z/ wt)dt +ia(0) = 20 [ e dr 4 5maA
0 0

1= 57" +5mA=—5-¢"" 4 5mA+5mA =10 -5
Similarmente

! 200 [
io(t) = — - / vo(t) dt +i2(0) = — - / e 0dt — 1mA
0 12 Jo

—10t

—_—5-610'5} —1mA:_—5-elot+gmA—1mA:§— e

3
i(t) = i1 (t) + ia(t)

w | ot
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6.6. Funciones singulares

Para auxiliar la comprension del andlisis transitorio es necesario tener un conoci-
miento basico de las funciones singulares, que se utilizan para describir la aplicacion
repentina de fuentes de voltaje o corriente. Las funciones singulares (también conocidas
como funciones de conmutacién) proporcionan una buena aproximacién de las senales
que surgen en los circuitos cuando se realizan operaciones de conmutacion.

Las funciones singulares son discontinuas o tienen derivadas discontinuas. Las tres
funciones singulares mas ampliamente utilizadas en analisis de circuitos son las fun-
ciones escalon, impulso unitario y rampa unitaria. La funcién escalén u(t) es 0 para
valores negativos de t y 1 para valores positivos de t.

En términos matematicos.

{o sit <0
u(t) =

1 sit>0

La funcién escalén estd definida en t = 0, en donde cambia abruptamente de 0 a 1.
Es adimensional, como otras funciones matematicas tales como el seno y el coseno. Si
el cambio abrupto ocurre en t = ¢, (en donde ¢y > 0 ) en lugar de t = 0, la funcién
escalon se vuelve:

(t t) 0 sit<ty
u — —=
0 1 sit>t

que es equivalente a decir que u(t) se retraza t, segundos, para obtener la ecuacién
que representa esta funcién, simplemente se reemplaza t por t — 3. Si el cambio es en
= —tp, la funcién escalén se vuelve:
t to, la f 1 1

0 sit<—tg
1 sit>—ty

u(t +1to) = {

La funcion escalon se utiliza para representar un cambio abrupto de voltaje o co-
rriente, como los cambios que ocurren en los circuitos de sistemas de control y sistemas
digitales, por ejemplo el voltaje:

0 1t <t
v<t>={ s
Vo sit>ty

Que puede ser expresada en términos de la funcién escalén como: V (t) = V- u(t—to)

Si se elige to = 0, entonces V' (t) es simplemente el voltaje de escalén Vj - u(t), como
la mostrada en el diagrama siguiente.
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Para una fuente de corriente se tiene:
Problemas

Exprese el impulso de voltaje mostrado en la figura con ayuda de la funcion escalén,
calcule su derivada y dibuje las respuestas.

Esta funcién es llamada funcion compuerta y puede interpretarse como una funcién
escalén que se enciende a un valor de t y se apaga en otro valor de t. Para el ejemplo
se enciende en t = 2s y se apaga en t = 5s.

La senal corresponde a la suma de 2 funciones unitarias, como se muestra en la
siguiente figura.

De esta ultima figura se desprende claramente que:

v(t) =10 u(t —2) — 10 - u(t — 5) = 10[u(t — 2) — u(t — 5)]
Al tomar la derivada de esta expresion se obtiene

dv
-7 =10 [3(t = 2) = 5(t — 5)]

6.6.1. Funcion impulso unitario

La derivada de la funcién escalén unitario u(t) es la funcién impulso unitario ().

5(t) = %u(t)

La funcién impulso unitario 6(¢) vale 0 siempre, excepto en ¢t = 0 en donde esta
indefinida.

0 sit <0
d(t) = < Indefinida sit=0
0 sit > 0

Se tiene por definicion:

o+

/ §(t)dt =1

Se pueden tener retrasos o bien adelantos.

b
/ F(t) - 5(t — to) dt = F(to)

+
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La integracién de la funcién escalén unitario u(t) da por resultado la funcién rampa
unitaria r(t) y se escribe:

/t u(A)d\ =t - u(t)

mw:{o sit <0

t sit>0

La funcién rampa unitaria vale 0 para valores negativos de t y tiene una pendiente
unitaria para valores positivos de .

’[” —_ =
0 t—1t, sit>t

0 sit < —t
t+ty sit> —to

r(t+1to) = {

Las tres funciones singulares se relacionan por diferenciacion.

_ du(t) = dr(r)

o) == ) =—4

O bien por integracion:

6.6.2. Circuito RC sin fuente

Este circuito modela el caso en el que una fuente de c.d. se desconecta del circuito
RC en forma subita. Para este caso se considera entonces que el capacitor tiene una
carga inicial y por lo tanto presenta un voltaje inicial.

v(0) = vy
Y su energia almacenada correspondiente es:
1 2
Empleando la LCK en el nodo del circuito:
ic —|— iR - 0
ycomo :
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ZC_C%
y ademas
v
ZR—E
dv v dv
C%—FE—O E—F%U 0

Esta es una ecuacién diferencial de 1¢" orden y al reacomodarla queda la manera
siguiente:

dv 1 Y dv t 1
— = ———dt — = ———dt
RC /vo v o RC
oLn(sg) ~t/RC _, v —t/RC __, . o—t/RC
Vo
—t/T

(Respuesta Natural)

en donde:

7 = RC: Constante de tiempo.

La respuesta natural de un circuito se refiere al comportamiento (en término de
voltajes y corrientes) del circuito, sin fuentes externas de excitacion.

El circuito tiene respuesta debido a la energia almacenada originalmente en el ca-
pacitor.

6.6.3. Circuito RL sin fuente

Ahora se tiene el caso de un circuito en donde se conectan en serie un inductor y un
resistor y se pretende obtener la respuesta del circuito, que se asume sera la corriente
a través del inductor. Se selecciona la corriente del inductor ya que no puede cambiar
instantdaneamente, por lo que se supone que en t = 0 el inductor tendra una corriente
inicial 1.

Con la correspondiente energia

Al aplicar la LVK

UL+UR:0

pero:
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dt
UR:i'R
Se tiene que:
di
L-— | =
dt—l—Rl 0
0 sea:
di R
Zidi=o

dt L

La reordenacién de los términos y la integraciéon dan como resultado
i(t) di tR
I ! o L

W Rpat Rt
Ln(z)} = ——] — Ln(i) — Ln(ly) = —— +0
Io L], L
0 sea: A
t t
Ln(ﬁ) = —i(t) =1 e B/E
0 L
Entoncessetiene :
Z(t) = [0 : €7t/7
L
T==
R
6.6.4.

Respuesta al escalon unitaria de un circuito RC

La respuesta al escalén de un circuito RC es su comportamiento cuando la excitacién
es la funcién escalén (step), que puede ser una fuente de voltaje o corriente.

Como el voltaje del capacitor no puede cambiar de manera instantédnea:
V(0T) =V(0") =Vy

Aplicando la LCK el circuito del lado derecho.

dv v —wu(t) dv v vsu(t)

para t>0 la ecuacién diferencial es:

dv v Vg dv

at TRC - RC

Vg — U (v —vs)

dt RC ~  RC
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dv f -1 ! 1
dt — ——dt — Ln(v—20,)| =—t
Vv, /Ov—vs /RC’ n(v U)} RC’}
t

Ln(v —v,) — Ln(vg — vs) = “Re " Ln(;}()_—ijs> — elInGe=)] = o t/RC
V— Vg = (UO — Us) e t/RC e+ (UO . Us) . ¢ t/RC
En términos matematicos.
VU, sit<O0
v(t) =

0 {vs + (vo —vs)e ™ sit >0

dv d —t/T —t/T 1 : Us —t/T

i(t) = C%:C-a[vst(vo—vs)e / |=-C-Vie / -—;—>z(t):E-e /T u(t)

(para t>0)
Un método mas directo para encontrar la respuesta al escaléon de un circuito RC
6 RL es el siguiente:
U = vy + v,

v =05, Up = (Vg — V) - e T

vs: Respuesta forzada (producida por el circuito cuando se le aplica una excitacién
externa), también se le conoce como respuesta en estado estable, porque se mantiene
mucho tiempo después de que el circuito excitado. v,: Respuesta natural del circuito,
esta parte de la respuesta decae hasta casi cero después de cinco constantes de tiempo.
También se le conoce como respuesta transitoria porque es una respuesta temporal que
desaparecera con el tiempo.

La respuesta total del circuito es la suma de la respuesta natural y la respuesta
forzada, es decir:

v(t) = v(oo) + [v(0) — v(o0)] - e7H/7

en donde:
v(0): voltaje inicial en ¢ = ¢(0") v(00): voltaje final o de estado estable.
Para calcular la respuesta al escaléon RC se requieren 3 cosas:

1. El voltaje inicial del capacitor v(0)
2. El voltaje final del capacitor v(o0)

3. La constante de tiempo 7
Si el interruptor cambia de posicién en t = t; (en lugar de t = 0), se utiliza:

v(t) = v(00) + [u(ty) — v(oo)] - e~ tt0)/T
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Figura 6.10: Decaimiento de la senal en funcién de la constante de tiempo.
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Figura 6.11: Constantes de tiempo lenta (4 s) y rapida (0.5 s).
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Figura 6.12: Circuito RC.
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Figura 6.13: Circuito RL.
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Figura 6.14: Circuito RL.
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Figura 6.15: Funcién escalén unitario (funcién de Heaviside).
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Figura 6.16: Funcién escalén desplazada .
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Figura 6.17: Funcién escalén adelantada en .
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Figura 6.19: Funcién escalén con fuente de corriente.
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Figura 6.20: Funcién compuerta.
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Figura 6.21: Funciéon compuerta como suma de dos funciones escalon.
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