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Sefales

Las sefiales pueden describir una variedad muy amplia de fendmenos fisicos, y aunque se
pueden representar de muchas formas, en todo caso la informacion dentro de una sefial esta
contenida en un patron de variaciones de alguna forma.

Por ejemplo, el mecanismo vocal humano produce el habla mediante la creacion de
fluctuaciones de la presion acustica. Asi, los diferentes sonidos corresponden a diferentes
patrones en las variaciones de la presion acustica, y el sistema vocal humano produce una
voz inteligible generando secuencias diferentes de esos patrones. Las variaciones de presion
acustica se convertiran después en sefial eléctrica.

Es decir, una sefial no va a ser mas que una funcion de una o unas variables independientes
que contiene informacién acerca de la naturaleza o comportamiento de algin fenémeno.
Asi, por ejemplo, la sefial de voz se representa de forma matematica por la presion acustica
como una funcién del tiempo.

Hay dos tipos basicos de sefiales, de tiempo continuo y de tiempo discreto.

En el caso de las sefiales de tiempo continuo la variable independiente es continua y
entonces estas sefiales estan definidas para una sucesion continua de valores de la variable
independiente.

De otra parte, las sefiales de tiempo discreto estan solo definidas en tiempos discretos y en
consecuencia para estas sefiales, la variable independiente toma solo un conjunto de valores
discretos.

Ejemplo de sefiales de tiempo continuo es una sefial de voz como funcion del tiempo y la
presion atmosférica como funcion de la altitud.
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Para distinguir entre las sefiales de tiempo continuo y las de tiempo discreto se usaran los
simbolos t y n respectivamente. Ademas, para las sefiales de tiempo continuo la variable
independiente se encerrara entre paréntesis y para las de tiempo discreto se usara el
corchete.

Una sefial o secuencia de tiempo discreto x[n] puede representar un fendomeno para el cual
la variable independiente es inherentemente discreta. También puede representar muestras
sucesivas de un fenémeno para el cual la variable independiente es continua.

Por ejemplo, el procesamiento de la voz en una computadora digital requiere del uso de una
secuencia discreta que represente los valores de la sefial de voz de tiempo continuo en
puntos discretos en el tiempo.

Sin embargo, no importa cual sea el origen de los datos, la sefial x[n] esta definida solo para
valores enteros de n.

Ejemplo 1.

La temperatura promedio diaria en la ciudad de Ensenada, medida en una semana, es una
funcién de variable discreta y se puede representar graficamente, veamos: Supongamos que
la funcion esta descrita por la siguiente secuencia: {20,25,23,26,24,21,25}.

A continuacion representamos graficamente la funcion.
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TEMPERATURA PROMEDIO
26 L d

25 L4  J

24 L

23 L

Temperatura "xn"

22

21 L d

0 1 2 3 4 5 6
"n" Dia de la semana

Figura No 1 Ejemplo de sefal discreta
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Transformaciones de la variable independiente

En muchas situaciones es importante considerar sefiales relacionadas mediante una
modificacion de la variable independiente. Por ejemplo, como se muestra en la figura
siguiente, la sefial x[-n] se obtiene a partir de x[n] mediante una reflexion alrededor de n =
0.

H lr” HII H

] n || n

Figura No 2. Inversion en el Tiempo (Sefial de Tiempo discreto)

Similarmente, en la figura siguiente, x(-t) se obtiene a partir de x(t) mediante una reflexion
alrededor de t = 0. Esto es, si x(t) representa una sefial de audio en una grabadora de cinta,
entonces x(-t) es la misma grabacidn pero representada en sentido contrario.

w(t) x(-t]

[\
/T TV

Figura No 3. Inversion en el Tiempo (Sefal de Tiempo continuo)
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Igualmente, x(2t) seria la grabacion reproducida al doble de velocidad y x(t/2) la grabacion
reproducida a media velocidad.

Otro ejemplo es una transformacion en la que se tienen dos sefiales  x[#] y =x[#—#;]
que son idénticas en forma pero que estan desplazadas o corridas una con respecto a la otra.
De forma similar *i =%} representa una version de x(t) desplazada en el tiempo.

Una sefial x{¢} o =x[#] es una sefial parsi es idéntica a su reflexion alrededor del
origen, es decir, si:

x(=t)=x(f) 6 x[-n]= 2[x]

Una sefial es impar si:

x(=t)=—x(t) 6 x[-u]=-x[x]

Un hecho importante es que cualquier sefial se puede separar en la suma de dos sefiales, una
de las cuales es par y la otra es impar. Asi :

1 1
x(2) = S [xle) + x(-2)] x(e) = Z[x(e) - x(=2)]

Donde la primera expresion es una sefial par y la segunda expresion es una sefial impar.

Nos limitaremos en este capitulo a sefiales en tiempo discreto.
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Sistemas.

Un sistema se puede ver como cualquier proceso que produce una transformacion de
sefiales. Entonces un sistema tiene una sefial de entrada una sefial de salida la cual esta
relacionada con la entrada a través de la transformacion del sistema.

Nos interesan tanto sistemas en tiempo continuo como en tiempo discreto.

Un sistema de tiempo continuo es aquel en el que las sefiales de entrada de tiempo continuo
son transformadas en sefiales de salida de tiempo continuo.
Tales sistemas se sefialan en forma grafica como:

x (t) y(®)

7 ST

Figura No 4. Representacion a bloques de un sistema de tiempo continuo

De forma similar, un sistema de tiempo discreto, transforma entradas de tiempo discreto en
salidas de tiempo discreto, asi:

x [n] y[n]

-y STD

Figura No 5 Representacion a bloques de un sistema de tiempo discreto
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Los sistemas se pueden conectar en serie, en paralelo, o en serie — paralelo como en los
diagramas siguientes:

Entrada—* Sistema 1 ¥ Sistema 2 —— Salida

— Sistema 1

Entrada— \F—/‘J—r Salida
—* Sistema 2
Sistema 1 | —» |Sistema 3 | —
Entrada >—»| Sistema 4 |—» Salida
Sistema 2

-w

Figura No 6. a) Sistemas en paralelo; sistemas combinados en cascada/paralelo
El simbolo denota que la suma o adicion es la suma de la salida de los sistemas.

Se pueden disefiar sistemas para, por ejemplo, calcular expresiones aritméticas
complicadas, como el que ilustra el siguiente diagrama para el calculo de:
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dnl= (2x0n] - x(nF)  asi

multiplicado por 2

x[n] cuadrado

cuadrado

—yin]

Otro tipo de sistema es la interconexion de retroalimentacion como en la siguiente figura.

Entrada—(]
ol

1

Sistema 2

F

Figura No 7 Sistema con realimentacion

Sistema 1 » Salida

Aca la salida del sistema 1 es la entrada al sistema 2, mientras que la salida del sistema 2 se
retroalimenta y se suma a la entrada externa para producir la entrada actual al sistema 1.

Sistemas con y sin memoria.

Se dice que un sistema es sin memoria si su salida para cada valor de su variable
independiente depende sélo de la entrada en ese mismo instante de tiempo. Por ejemplo el

sistema que ilustra la ecuacion:

Juan de Dios Sanchez Lépez
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)= [2x(n] - x(nf )’

es sin memoria, ya que el valor de y[n] en un instante n depende sélo del valor de x[n] en
ese mismo instante.

Un resistor es un sistema sin memoria, asi la relacién entrada - salida es de la forma:
yigh= R x(£)
Donde R es resistencia, x(t) es corriente y y(t) es voltaje.

Un ejemplo de un sistema con memoria es:

X

ynl= 2 x(k)

[l
Otro ejemplo es: ¥(&) = x(z=1)

Un capacitor es otro ejemplo de un sistema con memoria, ya que

g ¥
== d
yoy=2 [ wlemde
Donde C es capacitancia, X(t) es corriente y y(t) es voltaje.
Invertibilidad.

Se dice que un sistema es invertible si distintas entradas producen distintas salidas. Dicho
de otra forma, un sistema es invertible si al observar su salida podemos determinar la
entrada.

1
Zif)=—v(§
Por ejemplo, ¥{£) = 2x(f)  entonces su sistema inverso es )=720 .

Al interconectarlos en serie se obtiene la entrada original como salida.

Otro ejemplo de sistema invertible es el dado por la ecuacion:
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H

ynl= 2 x(k)

K=

Para este sistema, la diferencia entre dos valores sucesivos de salida es precisamente el
altimo valor de entrada. Por tanto, en este caso el sistema inverso es:

zlu] = ylr]-yln-1]

X

xu]——ln]= ;-,.Z x(k)——z[n] = y[r]-ylu-1l——z[r]= x{x]

Causalidad.

Un sistema es causal si su salida en cualquier instante de tiempo depende sélo de los
valores de la entrada en el tiempo presente y en el pasado. Tal sistema es llamado no
anticipativo, ya que la salida no anticipa valores futuros de la entrada.

El movimiento de un automovil es causal ya que no anticipa acciones futuras del conductor.
yit)=zit-1)
i
1 ¢t
(£l = Ej-_mx(r}cfr

Son sistemas causales.

v[r]= x[n]— x[= +1]
Y
viii=xt+1)

Mo son sistemas causales.

Estabilidad.
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Intuitivamente, un sistema estable es aquel en el que entradas pequefias conducen a

respuestas que no divergen.

Es decir, si la entrada a un sistema es limitada, entonces la salida debe ser también limitada

y por tanto no debe diverger.

]

El sisterna descrito por  y[r]= 2 x[k] con x{x]=wulx] |
Ko —tc1

For tanto ¥[r]= iu[ﬁc] =(n+ 1l #]

K=

es N sistema inestable

Esdecir, ¥[0]=1, ¥[1]1=2 , ¥[2]=3 v y[x] crece sin limite.
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Invarianza en el tiempo.

Un sistema es invariante en el tiempo si un desplazamiento en tiempo de la sefial de entrada
causa un desplazamiento en tiempo de la sefial de salida.

Es decir, si y[n] es la salida cuando Xx[n] es la entrada, entonces y[n-ng] es la salida cuando
se aplica X[n-ng].

Ejemplo: sea y(t)=sen x(t)
Sean X4 (t) y Xa(t)= xy(t - to) dos entradas desplazadas en el tiempo.

yiit) = sen x{£)

YUt =zen x,(£) = sen x(f — £,)
IlE—ty)=senx(f—£)

O zea que y,(t) =yt —5,).

() sea que el sistema es invariante en el tiempo.

Ejemplo. Sea el sistema de tiempo discreto descrito por: x] = adx]
Y consideremos dos entradas xx] v x[x] donde x[x]=x[r—2#].
wlr]= nx#]

yyln]=nxyln]=nm[n—ny]

nlr—rm = (r—ny)xn—ry]# yolx]
Entonces el sistema es variante en el tiempo.
Linealidad.

Un sistema lineal en tiempo continuo o tiempo discreto, es aquel que posee la importante
propiedad de superposicion: Si una entrada consiste de la suma ponderada de varias
sefiales, entonces la salida es sélo la superposicion, esto es, la suma ponderada de las
respuestas del sistema a cada una de estas sefiales.

Matematicamente, el sistema es lineal si:
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a) Larespuesta a x(e)+x,08) €5 )+, (8

bl Larespuestaa axif) &5 awii) donde g es una constante compleja.
Ejemplos: yit) = Bx(t)

o
=~ x)d
= — XLT )T
by o)
z[r] = y[n]-ylr-1]
Ejemplos de sistemas no lineales son los descritos por:

y(e)=x"(¢)

W) = sen x(£)

Por Gltimo, un sistema incremental lineal de tiempo continuo o discreto es aquel que
responde de manera lineal a cambios de entrada.

Ejemplo: ylx]= 2x[x]+3

Asi, nlrl=yyln]= alx)[n]— xy[=])

Esto es, la diferencia entre las respuestas de un sistemas incremental lineal a cualquiera de
dos entradas es una funcidn lineal de la diferencia entre las dos entradas.

Hay que observar que y[n]=2x[n]+3 no es lineal.

Ejercicios
1. En el sistema descrito por z[n] = y[n] - y[n - 1], analizar:

a) LInealidad.
b) Invarianza en el tiempo.
¢) Causalidad.
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d) ¢El sistema tiene memoria?
e) Estabilidad.
2. En el sistema descrito por:

M
ylrl= Zak]
i =-co analizar los mismos aspectos del problema anterior.

3. En las siguientes secuencias, para que valores de la variable independiente la parte par de
la sefal es cero

a) ¥[n] = u[n] - u[n - 3]

1y
o) x[n]=[§J u[n-13].

- 5nu[

Cl xn]=e n+ 2

(8]
xr]=1- wélr-1-k]
4, Dada la sefial discreta k=3 , determine los valores de los enteros M
y no de manera que x[n] se exprese como X[n] = u[Mn - ng].

5. Considere un sistema S con entrada x[n] y salida y[n] obtenido mediante la conexion en
1
. _ _ s valr]= xL [ - 2]+ —x. [ — 3]
seriede “1° Mil#l=2xlnl+axn s =] y 2 72 2 2e , donde x4[n]
y Xzo[n] denotan sefiales de entrada. Determine la relacion entrada-salida del sistema S.

6. Sea un sistema discreto cuya relacion entrada salida es: ¥[#]= 2{z]a{n 2]
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a) ¢ El sistema es sin memoria?.

b) Determine la salida del sistema cuando la entrada es A [][n], donde A es un nimero real
o complejo.

c) ¢El sistema es invertible?

7. Considere un sistema discreto con entrada x[n] y salida y[n] relacionadas mediante,
2+ R

Adl=  ZA4]

k=n-no donde n, es un entero positivo finito.

a)¢, El sistema es sin lineal?.
b) ¢ El sistema es invariante en el tiempo?.

8. Determine cudl de las siguientes sefiales es 0 no periddica. Si la sefial es periddica,
determine su periodo fundamental.

a) An]=e’/ TP
jTmn
b) xn]=e¢ 2

c) Ax = sen[ﬁ?ﬁfh 1}
)
7 [cos| |
4

9. Cual de los siguientes sistemas es invertible. Si alguno lo es, construya el sistema
inverso. Si no, encuentre dos sefiales de entrada al sistema que den la misma salida.

dl x#] = cns[

| =
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a)  Ma] = naln].
Ar-1], =21
by ] = 0, #m=0
Ar, m=l

c)  Ma] = x[l-#]

R n—k
d) Anl= Z {—J A k]

IR

el Mul=2d-x]

10. Considere un sistema S con entrada x[n] y salida y[n] relacionadas mediante
y[n]=x[n](g[n]+g[n-1])

a) Si g[n]=1 para toda n, demuestre que S es invariante en el tiempo.
b) Si g[n]J=n para toda n, demuestre que S no es invariante en el tiempo.
c) Si g[n]= 1+(-1)"para toda n, demuestre que S es invariante en el tiempo.
d) En todos los casos anteriores, ¢el sistema sera lineal?.
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UNIDAD IlI
FUNCIONES GENERALIZADAS
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Sefiales basicas de tiempo discreto.

Definiremos el escalon unitario de tiempo discreto como:

Oain<n
u[n-mn]:{ f

lstmza,

La secuencia se muestra asi:

uin - zy |

|
e
e |
b iy

b —a

]
II:I
3

Definimos la muestra unitaria de tiempo discreto asi:

0sin=ze
E[H—HD]Z{ sLREH,

lain=an,

La gréfica es, entonces:

aln - ng)

La muestra unitaria de tiempo discreto posee muchas propiedades.
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Asi:
x[»]-8[n] = x[0]-8[n] v (] 8[n - nol = x[na] B[N - gl
&[n] = ufn] - uR-1]

0 sea que el impulso unitario de tiempo discreto es la primera diferencia del escalon de
tiempo discreto.

En general dada una secuencia cualquiera x[n], podemos representarla en la forma
siguiente:

w

xnl = > xlm]d [n-m].

=t
El escaldn unitario de tiempo discreto es la sumatoria de la muestra unitaria.

Uln-#,1 = is[n - ml.

M=,

un - n, ]

=T
©
e S
3

3
!

Ejemplo 2.
Representar graficamente las siguientes funciones:

1

2
3
4
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grafica de u(n + 3) - u(n - 3)
2
Fi o9 a9
x‘1[.‘.‘] "l {»—@_(}_e} L o
lalels
0 —4—4 F—f——
-1
£ 5 4 3 2 A oA 2 3 4 3 6
grafica de n*[u(n) - u(n - 3)]
2 +
®,[n] 1 i
oo
0 —4—F—F—F—F—F —p—h—
A
N T e e s I e
n
gratica de u(-n}
i
1—%—F—F—F—F—F
x[n]
slele
0 e

Juan de Dios Sanchez Lépez Pagina 25



Sefales y Sistemas Ingeniero en Electroénica | 2016
FIAD

Senales de tiempo discreto exponencial compleja y senoidal.

Al igual que en tiempo continuo, una sefial importante en tiempo discreto es la sefial o
secuencia exponencial compleja definida por: x[#]= C'&" donde Cy o son en general
numeros complejos.

De forma alterna ésta se puede expresar como: x[#]= Ce”™ donde e=¢7SiC y o son
reales se tiene:

|| > 1 1a sefial crece en forma exponencial.

|| <1 se tiene una exponencial decreciente.

Si o es positiva todos los valores de =" son del mismo signo,pero si o es negativa,
entonces se alterna el signo de x[#].

Si a = 1,x[#] es constante, mientras que si o = -1 el valor de x[#] se alterna entre C y -C.
Otra exponencial compleja importante se obtiene cuando #[#]= C2*" y forzando que o sea
imaginaria pura.

Sea, x[#n]= LN

como en el caso continuo, esta sefial estd muy relacionada con:
x[n]= Acos[L1n + ¢

C = o = el

Si se escribe se obtiene:

Coa® = |0 el cos(Can + &+ |0 e sen(Clyn + &)

Asi para el =1 , las partes real e imaginaria de una secuencia exponencial compleja son
senoidales.
Para el <1 corresponden a secuencias senoidales multiplicadas por una exponencial

decreciente; para ZE!

creciente.

son secuencias senoidales multiplicadas por una exponencial
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Veamos las propiedades de periodicidad de &”™*"

Consideremos la exponencial compleja con frecuencia: (Y, +2m

él_;l'(-nu+2rr:|?e — Ej-ﬂrm -é"m"?é — Ej‘.lu?e

£

O sea, que en tiempo discreto la sefial con frecuencia **0 es idéntica a las sefiales con

frecuencia: 4 T 27 : (2 4= etc.

Por tanto, al considerar las exponenciales de tiempo discreto se necesita tomar en cuenta
solamente un intervalo de longitud 27 dentro del cual se escoge L2

Por lo general:
0=, 2n 0 S A ONER

Kign

Ahora, para que """ sea periodica con periodo N > 0 se debe cumplir que:

é‘j.nu(:uil.r] — é‘jﬂu?d

A

Es decir que ¢ =1 oseaque Ch ¥ debe ser maltiplo de 2.

. Ll om
(3,0 = 2 6 —=—
Por tanto, 2w N

Por lo anterior, no es periddica para valores arbitrarios de (1 ; SOlo es periddica si
E'_JIZI

27 @s un namero racional.
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Figura.8 Evolucion de la oscilacion de la sefial x [n] = cos (nm) seglin aumenta la
frecuencia.
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UNIDAD Il1i

SISTEMAS LINEALES INVARIANTES
EN EL TIEMPO
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1 Sistemas lineales Invariantes.

Se han estudiado en capitulos previos diversas propiedades de los sistemas. Dos de ellas,
la linealidad y la invarianza con el tiempo juegan un papel fundamental en el andlisis de
sefiales y sistemas, debido a que muchos fenémenos fisicos se pueden modelar mediante
sistemas lineales invariantes con el tiempo.

Un problema fundamental en el anélisis de sistemas es hallar la respuesta a una entrada
determinada. Esto se puede obtener mediante ecuaciones en diferencias o explotando el
hecho de la linealidad e invarianza en el tiempo. De lo anterior surge el concepto de
sumatoria de convolucion.

Un sistema lineal invariante se puede formular mediante una ecuacién en diferencias de
coeficientes constantes, la cual presenta la forma general siguiente:
au}r’[rz]+a1y[rz—1]+a2y[n— 2]+ +c1Ny[rz— N=xrn].

Resolver la ecuacion en diferencias consiste en encontrar una expresion para y[n], es decir,
generar la secuencia: {y(0), y(1), y(2), ....,y(N),...}

Antes de estudiar apropiadamente los métodos de solucion de una ecuacion en diferencias,
presentaremos algunas propiedades importantes de los sistemas lineales invariantes.

2 Propiedades de los sistemas lineales invariantes.
2.1 Superposicion.

El principio de superposicion establece que:

a) Si un sistema se excita con K veces una funcion, la respuesta es K veces la respuesta
original.

b) Si el sistemas se excita con la suma de dos funciones, la respuesta es la suma de las
respuestas individuales.
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Entrada Salida
X[n] y[n]
KXx[n] Ky[n]
Kxy[n] + Kxz[n] Kyi[n] + Kyz[n]

2.2 Desplazamiento.

Si la excitacion de un sistema lineal invariante se traslada en el tiempo, entonces la
respuesta se traslada en la misma cantidad:

Entrada Salida
X[n-no] y[n-ne]

2.3 Respuesta natural.
Es la respuesta de un sistema cuando se excita con el impulso digital unitario. La

denotamos por: h(n).
Entrada Salida

&) A 4]

2.4 Convolucién.

Cuando un sistema lineal invariante se excita con una sefial cualquiera: x(n), la respuesta es
la convolucion entre la entrada y la respuesta natural, asi:

y[n] = conv( x[n], h[n]) .

La convolucidon de dos funciones de variable discreta: x[n] y h[n], se define de la siguiente

manera.
e8]

convizlnl hln]) = TAk]An-k]

i =—coo

A continuacion se presenta una deduccion poco rigurosa de la sumatoria de convolucion de
dos funciones.
Supongamos que la respuesta al impulso unitario es h[n], esto es:
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Entrada Salida
8[n] Hn]
E[n—k] Mn-k] Sisetraslada la entrada se traslada la salida
k18 -k] {kJhm - k] Sila excitacion se multiplica por una

constante, la salida también.

Ahora aplicamos la importante propiedad de la funcion impulso: 8 - k] =68k —n]
Entrada Salida

{x8[k - n] qHAfk - n]

Ahora bien, si sumamos las entradas correspondientes a k desde menos infinito hasta

infinito, tenemos:
Entrada Salida
[ o
T x[k)S [k - n] T x[kJH[k - 1]
.Ei.'.' = —0J k = —

Teniendo en cuenta que la entrada asi expresada corresponde a la funcion: x[n], obtenemos
finalmente que:

Entrada Salida
X[n] y[n]=conv(x[n],h[n])
Ejemplo 1.

Encuentre la férmula para expresar la siguiente suma:

M
Erk . donde ¥ es un numero positivo.
k=10

S[M]=1+y+r2+y3+ +y¥Lay¥

SN v=v+¥2+9 i+  +y¥ 4ol
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Restando las expresiones anteriores, tenemos:
(=78 = 1=+
M1

1-y

Finalmente, despejamos la suma. S[N]=
-

=l

Sy <1, 1a suma de |os infinitos terminos es: S[wm]= :
1=y

Ejemplo 2.

Encuentre una férmula para la suma:

Hacemos uso de la férmula encontrada previamente, teniendo en cuenta que la suma dada
se puede escribir como:

k_ k k
=Xy T K
k=M k=0 k=0
N o 1oy M M
Syt = - -
=i ¥ ¥

N M M+l

Sirnplificando, tenemos: Zyk:‘y I r

k=M

De lo anterior podemos concluir que si <1, , la sumatoria llevada hasta el infinito es
convergente y esta dada por:

o M
ko

Tri=l-

=M Y
Ejemplo 3.
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Si la sefial de entrada *[N] = 3 &(N-2] se aplica a un sistema lineal, causal e invariante con
el tiempo la salida es

oLy
2 4/ paran>=2.

Encontrar la respuesta al impulso, h(n) del sistema.
Solucion:

Por definicion, h(n) es la respuesta del sistema a la entrada Z(M).  Como el sistema es
lineal e invariante con el tiempo, se tiene:

x (n+2) = 320N} o sea que Z(N- = 1/3 x (n+2). Como la convolucién de h(n)
con Z(N)- es por definicion igual a h(n) , se tiene que h(n) = 1/3 y (n+2).

La salida se puede expresar en la siguiente forma:
n-i n-1 1 1 1y
y[n] = [%[—%} ¥ %&] }UEH-EJ Aln)= g[(— 5] + [Z] }U(m)
De forma que

Ejemplo 4.
Encuentre la convolucién entre las funciones:

a) h(n)= 2" .u(n)) y x1(n)= u(n) .Represéntela graficamente
b) h(n)= 2" .u(n)) y x2(n)= u(n) -u(n-5).Represéntela graficamente

Hacemos la correspondientes asignaciones.

'=-10...10
1sinz0

uiny:= b (r) =20 L) Hal11):
0sin<0

L{n) -L (1-5)
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Podemos calcular las convoluciones de manera simbélica, asi:

camrv (k[ #r], xl[?z]) =

B, (= k) =
k

a k

nb1 g
N8

27 R (Va (n - k)
1]

Puede notarse que u(n - k)=1 para K =0,1,2,....n con lo que podemos escribir;

comv (h[a], xl[ﬂ]} = DED

Simplificando y denotando la convolucién por yi(n), se obtiene y:[n]= 2(1-2™)u(n).
Para el caso b), se obtiene: x2[n]= u(n)-u(n-5).

Por tanto, usando la propiedad de traslacion y el resultado anterior, tenemos:

y2[n]= y1[n]-y1[n-5].
yvo[n]= 2(21-2™Y)u(n)- 2(1-27 5 D)u(n-5).

Simplificado, se encuentra que: y,[n]= 2(1-2-")u(n)- 2(1-2*"u(n-5).

Si se hacen las correspondientes asignaciones, se tiene que:
ya[n]= 2(1-2"Dyu(n).
yo[n]= 2(1-2 ™ YY)u(n)- 2(1-2*"u(n-5).
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convolucion de hin) y u1tn]|
3
':) l; L
¥ (n) &
000 1 e
B e s T
-1

0 -% -8 -7 &5 54 324 0 12 3 4 35 67 8 910
n

convolucion de hin) ¥ 12(“1

3
2 T
w.(n) iy T
Z
000 1 e =2
il

nw Yo g 4
1

-0-9 8 .7 6 -5-4 324 0 12 3 4 5 67 8 3 10
n

Ejemplo 5.

En un sistema lineal e invariante con el tiempo, determine y(n) sabiendo que:
®¥(n) = uin) —uin-8) v hin) = a"fun)-un-7)].

Solucion.

Six(n) = u(n), v = Y hlmule—m)= 3, @ [ulm)-um -7 k- m)

Mo —ice

Portanto vinl = 3 e®u(mluli-m) - S aMulm —Tuln-m).

Wt Mm—tp
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Se sabe que u(m) u(n-m)=1 para Yy O para otra asignacion.
Se sabe que u(m-7) u(n-m)=1para y 0 para otra asignacion.
-

nH
y[n] = um—
Por tanto o

[1—.:;«:"*‘1 B ll_m?j|u(”_?:'-

- -

Cuando la excitacion es u(n-5), la respuesta sera 'y (n-5). Por tanto, para la excitacion dada,

la respuesta es:
_ il T ntl Lt T -t

yiny = 2% o & wn=T) = o5+ F T 12
- - - 1-

Ejercicios

An]=dn]-28n-1]-d[n-3]
1. Sean Ax]=2a8[n+1]+24(n-1]

calcule las siguientes convoluciones:
a) X [n]* h[n]

b) x [n]* h[n-2]

c) X[n-2]* h[n]

2. Considere una entrada y una respuesta al impulso unitario dado por

n-2
)= [3 w(n=2), Hnl=ut+2)

determine vy dibuje la salida y[n] .

3. Calcule ydibuje y[n] =x[n] * h[n] donde

1, si3<n<s 1, si4<n<ls
ﬁm={ {

Hln]=
0, para otro valor 0, para otro valor
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i Dsn= i D=n=
x[rz]—{l’ 51[}_H_91 h[ﬂ]:{l’ si 0SSN g
or

4. Sea |0, para otrova 0, para otro valor

es un entero.

Determine y[n] =x[n] *h[n] siy[4]=5y y[14] =0

5. Un sistema lineal invariante con el tiempo se excita con el impulso digital unitario y su
respuesta es k)= la)*lutt)—ulk—- &), con |a]<1. petermine y[K] sabiendo que
X[K]= u(k)-u(k-4). Represente x[K] y

1
EFloona=—.
k] 5

6. Un sistema lineal S tiene la relacion

yinl= S afklgln-2k]
= -

donde g[n]=u(n)-u(n-4).

Determine y[n] cuando:

a) Arl=n-1]
by Ax]= f{ﬂ—ﬂ
o Arl=dx]

7. Considere el sistema discreto cuya respuesta al impulso es

H[n]= [%JHM(H)

Determinar el entero A tal que Ar]—AAn-1]= "{}ﬂ :
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8. En el sistema lineal invariante cuyas respuestas al impulso son:

1 I
a) Mn]{g] ()

1 F
b) h[ﬂ]=[£] w(=1)

R
) .ﬁ[ﬂ]=?‘{§] tilya— 1)

¢Cuales corresponden a sistemas causales y cuales a sistemas estables?
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UNIDAD IV
ANALISIS DE FOURIER
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ANALISIS DE FOURIER

Cualquier funcion periddica puede ser descrita por una serie de Fourier. Se
denomina sefial periddica aquella que verifica la propiedad:
f(t)y=f(t+T,) T,#0 siendo Ty el periodo de la sefial. Una sefial periddica se
extiende desde t=-» a t= .

La expresion en serie de una onda periddica viene dada por una componente
continua y un ndmero finito de términos en sen y cos correspondientes a la componente
fundamental y armoénicos de la funcién. Si f(t) es una funcion periddica con periodo Ty,
puede expresarse mediante una serie de Fourier de la forma:

f(t)=a, +a, cosm,t+.....4a, cosnm,t + b, senw,t+.....b, sennw,t
&)

0 bien

/— FORMA

TRIGONOMETRICA

f(t)=a, + Z(an cosna,t +b, senna,t)

2
n=1

ap = componente continua o valor medio de f(t)

a, Y by = coeficientes de Fourier o amplitudes de la sinusiode en a.c..

La primera frecuencia , en la componente alterna, viene determinada por el periodo
de la onda wy = 2nfy =2n/To=n/L y se denomina frecuencia fundamental . Las demas
frecuencias son maltiplos de la fundamental: segundo armoénico 2wy, tercer armonico 3wo,
etc...
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La serie de Fourier muestra una onda periddica en sus componentes continua y
alterna. Puede ser representada como suma de una sefial de fuente continua y una serie
ilimitada de fuentes alternas, como se muestra en la siguiente figura. Asi se podra calcular
la respuesta a una entrada periodica por superposicion:

cos 2w t ONDA
PERIODICA
| f0)
cos nw t,
senw tg
sen 2wt
. bn
sen nw t,

Figura No 9. Representacion a bloques de la representacion en series de Fourier
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Coeficientes de Fourier

1 (2 2 (2
®) aoz—_[_ZT f (t)dt an:—j% f (t) cosnetdt
T, 5 T
2 h
b, = |2 f(t) sennetdt
To 5"

Los limites de integracion en estas ecuaciones se extienden desde -To/2 hasta To/2.
Aungue estos limites pueden medirse con el mismo periodo en cualquier intervalo, de 0 a
Toode Tpa 2Ty, etc..

e Senal rectanqular

Obtenemos el valor de T
los coeficientes de Fourier:

-V

To

.
ao:Tij- f(t)dt——j Adt__l_A |§T:_
0
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2 ¢ 2 1 2A sennaot |+
a, :—j_% f(t)cosna)tdt:—j_ZT Acosnetdt = =2 X042 |3T =
TO L TO S TO Nw >
2A ( T —T) 2A A nzT
= SseNnw——Ssennw = 2sennw —=——sen——
neoT, 2 2 newT, 2 nrx T,
2 o 2 1 2A —cosnot |~
b, =—j:2T f (t)sen na)tdtz—J'ET Asennaot = e =
T, 7=° T, = T, Nw -
(W +W—) =
na)T
* cos(-x) =cos X Yy sen(-X)=-senx
nzT
f(t) =a, +Za cosna)t——+2—sen—cosna)t
o N7 Ty
AT
TO
Déandole distintos valores a - n - obtendremos la
E e nzT amplitud correspondiente a cada armonico.
nz 0
0 ¥Vn

Las sefiales periddicas contienen componentes de  frecuencia

discreta nwg (n=0,

1,2,3.). Enteoria tenemos un espectro con infinitas frecuencias pero la amplitud

de los armonicos decrece a medida que aumenta la frecuencia,
armonicos de orden alto llegan a ser despreciables.

con lo que los
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N (an n an
0 (0250 |7 |-0.068
110450 (8 |0
2 (0318 |9 [0.050
3 [0.150 |10 |0.064
4 10 11 |0.041
5 [-0.090 |12 |O
6 |-0.106 |13 |-0.035
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Ondas Simétricas

f(t)
A

eUna onda se dice que es
simétrica par si:

f(-t) = f(t)

La serie de Fourier para una
onda par estd formada por los términos de coseno, es decir, todos los coeficientes - b, -
son cero.

f(t)y=a, + Z[an cosnat +b, sen na)t]
n=1
Segun las identidades: cos(-x) = cos(x) y sen(-x) = - sen(x)
f(-t) = a, + 2 [a, cosnat —b, sennat]
n=1

Como f(-t) = f(t) , comparando los coeficientes de Fourier término a término,
encontramos que se requiere la igualdad b, =- b, y ésto s6lo puede ocurrir para b, = 0.
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eUna onda se dice que es

simétrica impar si:
-f(-t) = f(t) %

_ I

f(t)

v

Su serie de F. esta formada por
los términos en seno,es decir, todos los
términos - a, - son cero.

Dado que:

cos(-x) =cos(x) y sen(-x) = - sen(x)
—f (~t) = —a, + 2 [-a, cosnat +b, sennet]
n=1

Para que -f(-t) = f(t) debe ocurrir que a,=-a, y ap=-ao, €s decir, a, =0 Vvn

eUna forma de onda es alternada cuando: -f(-t - (To/2)) = f(t)
Al desarrollar su serie de F. solo encontramos
términos impares, con lo que las amplitudes de todos los arménicos
pares son cero.

Sabiendo que cos(x - nxt) = (-1)" cos(x) y sen(x - nmt) = (-1)" sen (x)

0

T
—f (—t —70) = —a,+ 2 [-(-1)"a, cosnat — (~1)"b, sennet]
n=1

Comparando la ecuacién anterior con la f(t) , obtenemos que ag = -ag, a, = -(-1)" an,
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n=-(-1)" by. El tinico modo de que esto ocurraes para ag=0 y a,=b, =0 paran = par.
En esta serie s6lo hay términos impares.

La simetria alternada puede aparecer junto a la simetria par o la impar en algunas
formas de onda.

RESUMEN

ONDA PAR (t) = (1) br=0

ONDA IMPAR f(t) = -f(-) 2 =a,=0

ONDA ALTERNADA  f(t) =-f(-t- (To/2)) a=0 y a,=b,=0 para n=par

Serie de Fourier exponencial

La distribucion de las amplitudes de las componentes de una sefial es funcion de la
frecuencia y se llama espectro. La forma trigonométrica de la serie de F. produce el
espectro de f(t) en dos paramentros - a, - y - b, - . La ventaja de la forma exponencial
reside en que describe el espectro en un solo término - c; - .

_an _bnj

Se define el pardmetro -c,- como: C, > )

Teniendo en cuenta que cos(-x) = cos(x) y sen(-x) =-sen(x) si cambiamos n por -n en
a,+b,]

las eq.3, obtenemos que an=a, Y bn=-b, ,luegop C*=cC_, = (16)
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Si definimos ag = ¢g tenemos la serie de la forma:

f(t) =D cel™ + D c e
n=0 n=1

La primera sumatoria comienza con n =0 con lo que se incluye el término ¢y ya
que e°=1. Para la segunda sumatoria se puede reemplazar c., por ¢, y cambiar los limites
del sumatorio desde n=-1 hasta n=-«:

f(t) = che"”“")t + chej”“’O‘
n=0

n=-1

()= Dce™ |

==

De esta forma el sumatorio se extiende por las frecuencias positivas y negativas.

Podemos obtener la relacién de c, con f(t) sustituyendo las eq. 3y 13 en la 15:

h

’n

1
15

TO
[z e g | w
2

Podemos obtener el médulo y angulo relacionados con - ¢, -

Juan de Dios Sanchez Lépez

Pagina 49



Sefales y Sistemas Ingeniero en Electroénica | 2016

FIAD
Jaz +b?
Médulo: |C, :T
a —bj
. _Zn "nJd (19)
si C, >

“Mh

Argumento: £C, = arctg

n

Estas ecuaciones muestran que la amplitud es 2| ¢,/ y que Zc, es el angulo de fase
de un armoénico n de la serie de F.

* Dada la onda periddica:

1.- Encontrar el coficiente - c, - :

2.- Repetir el apartado anterior usando la relacion de - ¢, - con los coeficientes a, y by:

a, —b j T
=t _1- a = 2 f(t)cosnw,tdt
Cn 2 n To % () a)O
TO

2 (o
b, =—J3% f(t)sennw,tdt
Ty =°
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3.- Dibujar el espectro de amplitudes | c,| de la sefial dada:
T
" T e T
02

- : , senx
El coeficiente c, viene dado por una funcion tal que f (t) = KT
Para x = 0 tenemos una indeterminacion 0 Aplicando L Hopital:
. ) senx O ' . COS X
lim f (t) = limK =—=Ind—>limK =K*1=K
x—0 x—0 O x—0

AT
El maximo ocurre para ® =0 yes K = T
0
La funcion se anula

senx
fa):O:K—;— — senx=0->x=mzx Vm=41+2 ...

27m

es decir, @ =———
T

cuando
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c A
AT
/o
- -10-9 -8-7-6-5-4-3-2-10 1 23 45 67 8910 m
Wo

Figura No 10 Espectro de Amplitud del ejemplo
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TRANSFORMADA DE FOURIER

Esta seccion se presenta la transformada de Fourier, también conocida como la
integral de Fourier. La definicion, teoremas y propiedades presentadas y
aprobadas. La transformada de Fourier de las funciones mas comunes se derivan,
la funcion del sistema esta definido, y varios ejemplos se dan para ilustrar su
aplicacion en el analisis de circuitos.

Definicion y Formas Especiales

Recordemos que la serie de Fourier para funciones periddicas en el tiempo, como
los que hemos hablado en el capitulo anterior, producir lineas espectrales con
valores distintos de cero solo frecuencias especificas conocidas como armoénicos.
Sin embargo, otras funciones de interés tales como, el escalén unitario, el impulso
unitario, y un solo impulso rectangular no son funciones periddicas. Los espectros
de frecuencias para estas funciones son continuos, como veremos mas adelante
en este capitulo.

Podemos pensar en una sefial no periddica por ejemplo la derivada de una funcion
periddica en el que el periodo se extiende desde -~ hasta +«. A continuacion,
para una sefial que es funcion del tiempo con un periodo de -~ hasta +,
formamos la integral.

F(w) = foof(t) e Jotdt (8.1)

Y suponiendo que existe para cada valor de frecuencia en radianes w, llamamos a
la funcién F (w) la Transformada de Fourier o la Integral de Fourier.

La transformada de Fourier es, en general, una funcion compleja. Podemos
expresar como la suma de sus componentes real e imaginaria, o en forma
exponencial, es decir, como

F(w) = Re{F(w)} + jIm{Fw} = |F(w)|e/*® (8.2)
La trasformada inversa se define como

f@® = %j F(w)e'*dw (8.3)

Vamos a menudo a utilizar la siguiente notacion para expresar la transformada de
Fourier y su inversa.
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Ff®)} = F(w) (8.4)

FHF()}=f® (8.5)

Formas Especiales de la Transformada de Fourier

La funcion de tiempo es, en general, complicada, y por lo tanto podemos
expresarla como la suma de la parte real e imaginaria, es decir, como

f@®) = fre(® + jf1m () (8.6)

los subindices Re y Im se utiliza a menudo para referirse a las partes real e
imaginaria respectivamente. Estas notaciones tienen el mismo significado que Re

W}y Im{f@B)}.

Por sustitucion de (8.6) en la integral de Fourier de (8.1), obtenemos

F@)= [ fretdts [ fuoetoar .7)

Y por la identidad de Euler

Flw) = foo [fre(t)cos wt + f1,,(t)sin wt]dt

o (8.8)
—jf [fre()sinwt — fn(t)cos wt]dt
De (8.2), vemos que la parte real e imaginaria de F (w) son
Fpe.(w) = f [fre(t)cos wt + 1 (O)sinwt] dt (8.9)
Y —00
Fin(w) = —f [fre(®sinwt + f,(t)coswt]dt (8.10)

Podemos derivar formas similares a la transformada Inversa de Fourier de la
siguiente manera:

Sustitucion de (8.2) en (8.3) yields
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1 (® .
O =52 | 1Fre(@) + jFm(w)le™ do (811

Y por la identidad de Euler,

1 (° 1 (°
f@® = ﬁf [Fre(w)co s wt — Fp,,(w)sin wt]dw _jﬁf [Fre(w)sinwt + Fp,(wt)coswt]dw (8. 12)

Por lo tanto, las partes real e imaginaria de f(#) son

fre(t) = %LW[FRe(w) cos wt — F,,,(w) sin wt] dw (8.13)

f1e(t) = %f_m [Fre(w) sin wt + F;,,(w) cos wt]| dw (8.14)

Ahora, vamos a utilizar las relaciones anteriores para determinar el tiempo de
correspondencia de dominio de frecuencia de las funciones reales, imaginarias,
pares e impares en ambos dominios de tiempo y frecuencia. Vamos a mostrar esto
en forma de tabla, como se indica en la tabla 8.1.

TABLE 8.1 Time Domain and Frequency Domain Correspondence (Refer to Tables 8.2 - 8.7)

10 F(w)
Real Imaginary Complex Even Odd

Real

Real and Even
Real and Odd
Imaginary

Imaginary and Even

Imaginary and Odd

Funciones Reales

Si f(t)es real, (8.9) y (8.10) se reducen a

Fpe.(w) = f fre(t) cos wt dt (8.15)
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Fin(w) = —f fre(t) sin wt dt (8. 16)

Conclusion: Si f(t) es real, F (w) es, en general, complejo. Indicamos
este resultado con una marca de verificacion en la tabla 8.2.

Sabemos que cualquier funcion £ (t), se puede expresar como la suma de
una funcién par y una impar. Por lo tanto, también vamos a considerar el
caso cuando £(t) esreal y par, y cuando £ (%) es real e impar*.

* En nuestra discusion posterior, vamos a hacer uso del hecho de que el coseno es una funcién par,
mientras que el seno es una funcion impar. Ademas, el producto de dos funciones impares o el producto
de dos funciones pares daran como resultado una funcion par, mientras que el producto de una funcion
impar y una funcion par dara como resultado una funcion impar.

TABLE 8.2 Time Domain and Frequency Domain Correspondence (Refer also to Tables 8.3 - 8.7)

) F(w)
Real Imaginary | Complex Even odd

Real v
Real and Even
Real and Odd
Imaginary
Imaginary and Even
Imaginary and Odd

a. fre (t)es par

Si fre(—t) = fre(t) , €l producto fr.(t) cos wt , con respecto a t, es par,
mientras que el producto fg.(t) sinwt es impar. En este caso, (8.15) y
(8.16) se reduce a:

Fpe(w) =2 foofRe(t) cos wt dt fre(t) = Par (8.17)

Fim = —f fresinwt dt =0 fre(t) = Par (8.18)
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TABLE 8.3 Time Domain and Frequency Domain Correspondence (Refer also to Tables 8.4 - 8.7)
) F(®)
Real Imaginary | Complex Even Odd
Real 4
Real and Even v v
Real and Odd
Imaginary
Imaginary and Even
Imaginary and Odd

Por lo tanto, si fg.(t) = Par , F(w) es real como se ve en (8.17).
Para determinar si F(w) es par o impar cuando fg.(t) = Par , debemos
realizar una prueba de igualdad o con respecto a w. Por lo tanto, la

sustitucion de - w por w en (8.17), yields

Fre(-w) = 2 f:fne(t) cos(—w)t dt =2 fowf rel)coswt dt g 1)
= FRe(w)

Conclusion: Si f(t)es real y par, F(w) también es real y par. Indicamos
estos resultados en la tabla 8.3.
b. fre (t)es impar

Si —fre(—t) = fre(t) , el producto fg.(t) coswt , con respecto a t, es
impar, mientras que el producto fg.(t)(sin wt) es par. En este caso, (8.15)
y (8.16) se reduce a:

Fpe(w) = f fre(t) coswt dt =0 fre(t) = impar (8.20)
v —0o0

Fip(w) = —2] fre(t) sinwt dt fre(t) = impar (8.21)
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Por lo tanto, si fg.(t) = Impar , F(w) es imaginaria.

Para determinar si F(w) es par o impar cuando fg.(t) = Impar , debemos
realizar una prueba de igualdad o con respecto ha w. Por lo tanto, la

sustitucion de - w por w en (8.21), yields

Fim(—w) = —2 fo fre® sin(-w)t dt = 2 fo fre®sinat dt (8.22)
= —F,m(w)

Conclusion: Si f(®)es real e impar, F(w) es imaginaria e impar.
Indicamos estos resultados en la tabla 8.4.

1. Funciones Imaginarias
Si f(t) es imaginario, (8.9) y (8.10) se reducen a

Fin(w) = f f1m(t) cos wt dt (8.24)

Conclusion: Si f(t) es imaginario, F(w) es, en general complejo. Sefialamos
este resultado en la tabla 8.5.

TABLE 8.5 Time Domain and Frequency Domain Correspondence (Refer also to Tables 8.6 - 8.7)

) F(w)
Real Imaginary | Complex Even Odd

Real v
Real and Even v v
Real and Odd v v
Imaginary v
Imaginary and Even
Imaginary and Odd
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TABLE 8.4 Time Domain and Frequency Domain Correspondence (Refer also to Tables 8.5 - 8.7)
[0 F(o)
Real Imaginary | Complex Even Odd
Real v
Real and Even v v
Real and Odd v v
Imaginary
Imaginary and Even
Imaginary and Odd

Siguiente, consideraremos es caso en que f(t¥) es imaginario y par, y f(t) es
imaginario e impar.

a. fmm (t)es par
Si fim(—t) = fra(t) , el producto f,,,(t) cos wt , con respecto a t, es
par, mientras que el producto f,(t)sinwt , es impar. En este caso,
(8.23) y (8.24) se reducen a:

Fre(w) = [* frm(®)sinwt dt =0 fim(t) = Par (8. 25)
Y

Fipn(w) =2 foof,m(t) cos wt dt fim(t) = Par (8.26)
0

Por lo tanto, si fi,(t) = Par , F(w) es imaginaria.

Para determinar si F(w) , es par o impar cuando f,(t) = Par ,
realizamos una prueba de respecto a w , por lo tanto, la sustitucion de
-w porw en (8.26). yields

fim(—w) =2 fooof,m(t) cos(—w)t dt =2 J:of,m(t) coswt dt = Fj,,(w) (8.27)
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Conclusiones: Si f(t)es imaginariay par, F(w) también es imaginaria
y par. Indicamos el resultado en la tabla 8.6.

b. fim (¥)es impar

Si —fim(—t) = fa(t) , el producto f,,(t) cos wt , con respecto a t, es
impar, mientras que el producto f;,,(t) sin wt es par. En este caso, (8.23) y
(8.24) se reducen a:

FRe(w) = J flm(w) sinwt dt = 72 J flm(w) fin w't dt flm(w) (8 28)* B
—0o0 0 ’

TABLE 8.6 Time Domain and Frequency Domain Correspondence (Refer also to Table 8. 7)

f(1) F(o)
Real Imaginary | Complex Even Odd
Real v
Real and Even v v
Real and Odd v v
Imaginary v
Imaginary and Even v v
Imaginary and Odd
Y
Fin(w) = f fim(t) coswt dt =0 fim(®) = Impar (8.29)

Por lo tanto, Si fi,,(t) = Impar , F(w) es real.

Para determinar si F(w) , es par o impar cuando f,,(t) = Impar ,
realizamos una prueba de respecto a w . Por lo tanto, la sustitucion de - w
por w en (8.28). yields

Fre(—w) =2 jo fim(® sin(-a)t dt = —2 fo (@ sinat de (8. 30)
= _FRe(w)
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Conclusion: Si f(®) es imaginaria e impar, F(w) es real e impar.
Indicamos el resultado en la tabla 8.7.

Tabla 8.7 se ha completado y muestra que si £(%¢) es real (par o impar), la
parte real de F(w) es par, y la parte imaginaria es impar. Entonces,

Fre(—w) = Fpe(w) f(®) = Real (8.31)
Y
TABLE 8.7 Time Domain and Frequency Domain Correspondence (Completed Table)
f® F(®)
Real Imaginary | Complex Even Odd
Real v
Real and Even v v
Real and Odd (74 v
Imaginary v
Imaginary and Even v v
Imaginary and Odd v 4
Fim(-@) = —F (@) f(®) = Real (8.32)
Ya que,
F(w) = Fpe(w) + jF (@) (8. 33)

Se deduce que

F(—w) = Fpe (—w) + jFpp(—@) = Fpe(@) — Fp(w)

| F(-w) = F'(0) f(T) = Real | (8.34)

Ahora, si F(w) de una funcién de tiempo f(t) conocida, y F(w) es tal que
F(—w) = F*(w) , podemos concluir que f(t) es real? La respuesta es si;
podemos verificar esto con (8.14) que se repite a continuacion para mayor
comodidad.
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fim(t) = % .f_w[FRe(w) sin wt + F,,,(w) cos wt] dt (8.35)

Observamos que el integrando de (8.35) es cero ya que es una funcién
impar con respecto a w porque ambos productos dentro de los corchetes
son funciones impares*.

Por lo tanto, f,,(t) = 0, es decir, f(t) es real.

Podemos afirmar entonces, que una condicion necesaria y suficiente para
que f(t) sea real, es que F(—w) = F*(w). Asimismo, si se sabe que f(t)
es real, la transformada Inversa de Fourier de (8.3) puede simplificarse de
la siguiente manera:

De (8.13),

fre(t) = #f:; [Fre(w) cos wt — Fpp(w) sin wt] dw (8.36)

Y puesto que el integrando es una funcidn par con respecto a w,
reescribimos (8.36) como

fre(®) = Z%Lw[FRe(w) cos wt — Fp,(w) sinwt] dw

1 (0]
= ;fo A(w) cos[wt + ¢(w)] dw

(8.37)

= 1Ref F(w)ellot+e@)] ggy
T Jo

Propiedades y Teoremas de la Transformada de Fourier.
1. Linealidad

Si F{(w) es la transformada de Fourier de f,(t), F,(w) es la transformada de
f2(t), etcétera, la propiedad de linealidad de la transformada de Fourier
establece que

af1(t) + azfo(t) + -+ apfrn(t) (8. 38)
S af1(w) +af(w) +-+ ayfr(w) '

Donde, a; es una constante real arbitraria.

Demostracion:
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La demostracion se obtiene facilmente de (8.1), es decir, la definicién de la
transformada de Fourier. El procedimiento es el mismo que para la propiedad
de linealidad de la transformada de Laplace en el Capitulo 2.

*En (8.31) y (8.32), se determino que Fg.(w) es pary F;,,,(w) es impar.

2. Simetria

Si F(w) es la transformada de Fourier de f(t) , la propiedad de simetria de la
transformada de Fourier establece que

| F(t) © 2nf(—w) | (8. 39)

Es decir, si en F(w), reemplazamos w con t, obtenemos la transformada de
Fourier par de (8.39).

Demostracion:

Desde

1 (® ,
OEP= f_ F(@)e/ des

Entonces,
1 (® )
2nf(—t)=—| F et q
nf(-t) = 5= | Fl@e ™ do
Intercambiando w y t, obtenemos

2nf(—w) = %jm F(H)e 7 dw

Y (8.29) siguiente
3. Escalado en el Tiempo

Si a es una constante real, y F(w) es la transformada de Fourier de f(t),
entonces,

f(at) & % F (%) (8. 40)

Es decir, la propiedad de escalado en el tiempo de la transformada de Fourier
establece que si reemplazamos t en el dominio del tiempo por at, debemos
reemplazar la variable w en el dominio de la frecuencia por ®/, , y se dividen
F(®/q) por el valor absoluto de a.
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Demostracion:
Debemos considerar ambos casosa >0y a < 0.
Paraa > 0,
Fif@y = j fat)e 7 dt (8. 41)

Decimos que at = T, entonces, t = T/, , y (8.41) se convierte en

‘T'{f(‘t)} = j_o:o f(t)e_j“’(g) d (2) = %f_o:of(‘[)e_j(%)f dt = %F (2)

a

Paraa <0,

T{f(—at)} = f f(—at)e‘j“’t dt

Y haciendo las sustituciones anteriores, encontramos que el factor
multiplicacion es — 1/a- Por lo tanto, para 1/|a| obtenemos (8.40).

4. Desplazamiento de Tiempo

Si F(w) es la transformada de Fourier de f(t) , entonces,

f(t—ty) © F(w)e @t (8.42)

Es decir, la propiedad de desplazamiento de tiempo de la transformada de
Fourier establece que si desplazamos la funcién de tiempo f(t) por una
constante t, , la transformada de Fourier su magnitud no cambia, pero el
termino wt, se agrega a su angulo de fase.

Demostracion:

Fira-toy = f f(&—to)e Tt di

Decimos que t —t, = T ; entonces, t =t + t,, dt = dt, y por lo tanto

Fire-ton = f f(DeTett) dr = g=iwto f f(D)e°® dr

Fire—ty) = € 1°"F(w)
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5. Desplazamiento de Frecuencia
Si F(w) la transformada de Fourier de f(t) , entonces,
| e/t f(t) = F(w — wy) | (8. 43)

Es decir. La multiplicacion de la funcion de tiempo f(t) por e/“ot, donde w, es
una constante, resultados en el desplazamiento de la transformada de Fourier
por wy.

Demostracion:

‘T'{ej“’otf(t)} = f ejwotf(t)e_jwot dt

Fleiwoty) = f f(®eT @0 dt = F(w — wy)

Asimismo, a partir de (8.40) y (8.43)

e/t f(at) = %F (w _aw") (8. 44)

Propiedad 5, es decir, (8.43) también se utiliza para derivar la transformada de
Fourier de las sefiales moduladas f(t) cos wt y f(t) sin wt. Por lo tanto, de

e/l f(t) & F(w — wy)

Y
eJ@ot 4 p—jwot
cos wyt = —
Obtenemos
f(t) cos wyt
(:)F(w—wo)+F(w+w0) (8. 45)
2

Del mismo modo
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f(t) sin wyt

F(w — wg) — F(w + wy) (8. 46)
d .

j2
. Diferenciacion de Tiempo
Si F(w) es la transformada de Fourier de f(t) , entonces,
n

2 (® © (j0)"F(w) (8.47)

Es decir, la transformada de Fourier de ;—;f(t), si existe, es (jw)"F(w) .

Demostracion:
Diferenciando la transformada inversa de Fourier, Obtenemos

i 0= g5 | F@etdo) = [ F) frod
ar D= g o) €00 T o) P gme 4@

=5 [ F@Goretdo = Gor (5[ F@ea
_Zn—oow w w= (jo Zn—oow w

Y (8.47) siguiente.

. Diferenciacién de Frecuencia

Si F(w) es la transformada de Fourier de f(t) , entonces,

n

T F(@ (8. 48)

=i f(t) =

Demostracion:
Utilizando la definicion de transformada de Fourier, obtenemos

dn
dow"

F(w) =

d" « ot © dn ot
dw™ (f_ f(©)e® dt) :f_ fOg e @ dt

:f fOjp"e/t dt = (—jt)"f f(He Tt dt
Y (8.48) siguiente.

. Integracion de Tiempo

Si F(w) es la transformada de Fourier de f(t) , entonces,
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t F(w)
f_wf @ dr === (8. 49)

Demostracion:

Posponemos la prueba de esta propiedad hasta que se deriva la transformada
de Fourier de la funcion escalén unitario uy(t) en la siguiente seccién. En el
caso especial donde en (8.49), F(0) = 0 entonces,

f_ too f(o) dr = F](—a“:) (8. 50)

Y esto se demuestra facilmente mediante la integraciéon de ambos lados de la
transformada inversa de Fourier.

9. Funciones de Tiempo y de Frecuencia Conjugados

Si F(w) es la transformada de Fourier de la funcion compleja f(t) , entonces,

| fOeF(-w) | (8.51)

Es decir, si la transformada de Fourier de f(t) = fre(t) + fim(t) , €s F(w),
entonces, la transformada de Fourier de f*(t) = fre(t) — fim(t) €s F*'(—w).

Demostracion:

F@) = | et at= | [ae(® + ifm(ole at

- f Fre(De ot dt + j j Fim(®eTot i

Entonces,
F(w) = f Fre(Del®t di — f Fim(®elt dt

Reemplazando w con —w , Obtenemos

F'(~w) = f Fre(®) = jfrm(D)]e Tt dt
Y (8.51) siguiente.

10.Convolucion de Tiempo
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Si F{(w) es la transformada de Fourier de f,(t) , y F,(w) es la transformada
de Fourier de f,(t), entonces,

[ f1O°f2(t) © F1(w)F,(w) | (8.52)

Es decir, Convolacion en el dominio de tiempo, corresponde a la multiplicacion
en el dominio de la frecuencia.

Demostracion:

TU1(t)*f2(t)} = f_ U_ f1(O)f2(t—1) d‘l’] e ot dt

- | T @ [ | " falt - vyeat dt] de

Y dejar t — T = g, entonces, dt = do , y sustituimos en (8.53),

(8.53)

Firio f203 = f f1(® [ f fa(o)e T o7 da] dt
= f fl(t)e_i“”drf f2(0)eT®dao
La primera integral arriba es F{(w) mientras que la segunda es F,(w), y en
consecuencia (8.52) siguiente.
Demostracion Alternativa:

Podemos aplicar la propiedad de desplazamiento de tiempo f(t—ty) ©
F(w)e7*% en la integral entre corchetes de (8.53); entonces, reemplazandolo
con F,(w)e7®t  obtenemos

Fiprwrfa0y = f_m f1(® [ f_mfz (t—1e ot dt] dt = J_w f1(t) dtF,(w)e J@to
= J f1(x) e7*%d1F;(w) = F1(w)F(w)

11.Convolucion de Frecuencia

Si F{(w) es la transformada de Fourier de f,(t) , y F,(w) es la transformada
de Fourier de f,(t), entonces,

F1DF2(0) = 5= Fy(0)' Fy() .54

Es decir, multiplicacién en el dominio del tiempo, corresponde a la convolucion
en el dominio de la frecuencia dividido por la constante 1/2m .
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Demostracion:

(o] ] (o] 1 o) . .
Firiofen = f_ [f1(Of(D]e7*" dt = f_ ﬂ[ f_ F1Coex! dxl f2(De 7 dt
1 ® @ .
= E.f_w Fi(x) lf_oofz(t)ej(w—x)t dtl dy
1 [o9)
=32 | FiG0F(0 -0 dx

Y (8.54) siguiente.
12.Area bajo f(t)

Si F(w) es la transformada de Fourier de f(t) , entonces,

F(0) = f ) £(o) dt (8. 55)

Es decir, el 4rea bajo una funcion de tiempo f(t) es igual al valor de su
transformada de Fourier evaluada en w = 0.

Demostracion:

Usando la definicion de F(w) y que e /*t wo = 1, vemos que (8.55) siguiente.

13.Area bajo F(w)

Si F(w) es la transformada de Fourier de f(t) , entonces,

1 (o)
f(0) = Ef_ F(w) dw (8. 56)

Es decir, el valor de la funcién de tiempo f(t) , evaluada en t = 0, es igual al
area bajo la transformada de Fourier F(w) tiempos 1/2m .

Demostracion:

En la transformada inversa de Fourier de (8.3), dejamos que ef“’t|t:0 =1,y
(8.56) siguiente.
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14. Teorema de Parseval

Si F(w) es la transformada de Fourier de f(t) , El teorema de Parseval
establece que

(oe] 1 [oe)
f_ o de =5 f IF(@)? do (8.57)

Es decir, si la funcién de tiempo f(t) representa el voltaje atraves de, o la
corriente atraves de una resistencia de Q, la potencia instantanea absorbida
por esta resistencia es ya sea v2/R, v2/1, v2, o 2R, 2. Entonces, la integral de la
magnitud al cuadrado, representa la energia (en watt-segundo o joules)
disipados por la resistencia. Por esta razon la integral se llama energia de la
sefial. La relacion (8.57) a continuacién, establece que si no sabemos la
energia de una funcion de tiempo f(t), pero sabemos la transformada de
Fourier de la funcion, podemos calcular la energia sin la necesidad de evaluar
la transformada inversa de Fourier.

Demostracion:

De la propiedad de Convolucion de Frecuencia,

1
f1Of(t) & EF1((D)*F2((D)

O de

(oe] . 1 [oe)
Firiwf203 =f_ [f1(Of2(t)]e Tt dt = Ef_ Fi()F;(w—x)dy  (8.51)

Ya que (8.58) debe valer para todo valor de w , eso debe ser también cierto
paraw =0,y bajo esta condicién, se reduce a

[2If1Of 201 dt = - [ F1GOF2(—x) dx (8.52)

Para el caso especial donde f,(t) = f, (t) , y la propiedad de funciones
conjugadas f*(t) © F*(—w) , por sustitucién en (8.59), obtenemos:

°° * _ 1 ° * _ 1 . * d
| roroiac= o[ Rk -Coldo =5 | Fi@F, @) do

Ya que f(O)f*(t) = |f(®)|* y F(w)F*(w) = |F(w)|?, el teorema de Parseval se
prueba. Las propiedades y teoremas de la transformada de Fourier estan
resumidas en la tabla 8.8
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Transformada de Fourier Pares de Funciones Comunes

En esta seccion, vamos a derivar la transformada de Fourier de las funciones de
tiempo comunes.

1.

| s e1 (8.60)

Demostracion:

El teorema de desplazamiento de la funcion delta establece que
| r@ace- e de= ro)

Y si f(t) esta definida en t = 0, entonces,

f F(O8() dt = £(0)

De la definicidon de la transformada de Fourier

Fl@)= | 8@edode=eTo| _ =1

Y (8.60) siguiente.

Usaremos la notacion f(t) « F(w) para mostrar el dominio del tiempo al dominio
de la frecuencia correspondiente. Asi, (8.60) también puede ser denotado como en
la figura 8.1.

F(w) A i

f(t)l
8(7) «—>

v

0 M 0 ®

Juan ¢ Figure 8.1. The Fourier transform of the delta Sfunction na71
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TABLE 8.8 Fourier Transform Properties and Theorems

] (e.0]
o) = o I_ooF(a))dco

Property yits) F(w)
Linearity a, fi()+afoi(t)+... a; Fi(o)+a,F0)+...
Symmetry F(1) 2nf(-w)

Time Scaling flat) I p (9)
la|” \a
Time Shifting . —jot
S —-1p) F(o)e 0l
Frequency Shifting . jmazﬂ 5 F(o - ,)
Time Differentiation 2’1 f(;) (]'fD)n Flo)
dr"
Frequency Differentiation (—jt)nf(t) d_n o)
do"
Time Integration '[t T 1~; t (c;) ) 47 F(0)8(0)
—0
Conjugate Functions (1) F*(~0)
Time Convolution £ D) F (o) Fyo)
Frequency Convolution N OR0) ﬁ F (@) Fy(@)
Area under f{t) o
F(0) = I f)dt
—00
Area under F(w)

Parseval s Theorem

2 1 2
jmmm dr = - JwIF(co)] do

Del mismo modo, la transformada de Fourier de la funcion de desplazamiento

6(t—ty) es

| 8(t—ty) = eI |

(8.63)
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Demostracion:

1 @ . e _ .
Fnsw) = ﬁf 2nn(w)e/* dw = f 5(w)el*t dw = el

| 1 2né(w) |

w=0

Y (8.62) siguiente.

El f(t) & F(w)

la correspondencia también se nuestra en la figura 8.2.

=1

(8.62)

Ademas, mediante la aplicacion directa de la transformada inversa de Fourier, o la

propiedad de desplazamiento de frecuencia (8.62), se deriva la transformada

La transformada par de (8.62) y (8.63) también se pueden derivar de (8.60) y

A) 1 ] F(w) P

—> A 21d ()

~
>

0 t 0

Figure 8.2. The Fourier transform of unity

(8.61) mediante el uso de la propiedad de simetria F(t) © 2nf(—w)

3.

cos wot = (/0" + eTO!) = T8 (w — wy) +
o (w — wy)

Demostracion:

v

(8.64)

Esta transformada par se deduce directamente de (8.63). La f(t) < F(w)
correspondencia también se nuestra en la figura 8.3.

Juan de

cos Wyt & FRe((’))

Vi

Figure 8.3. The Fourier transform of (f) = cosw,t

@

W= | 1

-
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Sabemos que cos wyt es funcion de tiempo real y par, y encontramos que Su
transformada de Fourier es una funcion real y par de frecuencia. Esto es
coherente con el resultado en la tabla 8.7.

4.

sin wyt = jlz(ej“’ot — e J@ot) (8.65)

= jrd(w — wy) — o (w + wy)

Demostracion:

Esta transformada par también se deduce directamente de (8.63). La f(t) < F(w)
correspondencia también se nuestra en la figura 8.4.

| sinw,t Fi (o)

m
t ——> % T 5
l Ol o ®
-7

Figure 8.4. The Fourier transform of (1) = sinw,t

Sabemos que sinwgyt es funcion de tiempo real e impar, y encontramos que su
transformada de Fourier es una funcidon imaginaria e impar de frecuencia. Esto es
coherente con el resultado en la tabla 8.7.

5.
2

sgn(t) = uy(t) —up(—t) & ]_w (8.66)

Donde sgn(t) denota
o v f(1)
la funcién signum se 1
muestra en la figura 8.5.
> |
-1

Figure 8.5. The signum function
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e—atuo(t)
e — 0 ———
\ —]

—e Uy (1)

Figure 8.6. The signum function as an exponential approaching a limit
Demostracion:

Para derivar la transformada de Fourier de la funcién sgn(t) , es conveniente
expresarla como una exponencial que se aproxima al limite, como se muestra en
la figura 8.6.

Entonces,

sgn(t) = lim[e™uy(t) — e“uo(-1)] (8.67)

0 [ee]
Fisgny = lim l f —ee 0t dt + fo e e Jot dtl

a—0
0 o)
= lim U —el@jot gg 4 j e (atjo)t dtl (8.68)
a—0 o 0
. 1 1 -1 1 2
= lim — + - ] = — — =
a—0la—jw a+jw —jo jo jw
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La f(t) < F(w) correspondencia también se nuestra en la figura 8.7.

Sabemos que sgn wyt es funcion de tiempo real e impar, y encontramos que su
transformada de Fourier es una funcidon imaginaria e impar de frecuencia. Esto es
coherente con el resultado en la tabla 8.7.

6.

uy(t) © né(w) + i (8.69)
jw

Demostracion:
Si tratamos de verificar la transformada par de (8.69) por aplicacion directa de la
definicion de la transformada de Fourier, nos encontramos con que

—jot|®

F(w) = f " Fe T dt = Flw) = f "ot gp — (8.70)

Pero no podemos decir que e7®t se acerca a 0 ya que t — oo, porque e /%t =
12 — wt , es decir, la magnitud de e7*¢, es siempre unidad, y su angulo cambia

1 A0

1 j Flm(m)
> 0
{ w
0
, f

Figure 8.7. The Fourier transform of sgn(f)

continuamente a medida que t toma valores cada vez mayores. Desde el limite
superior no puede ser evaluado, la integral de (8.70) no converge.

Para resolver este problema, vamos a hacer uso de la funcion sgn(t) que
expresamos como
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| sgn(t) = 2uy(t) — 1 | (8.71)

Esta expresion se deriva de la forma de onda de la figura 8.8 abajo

Reescribimos (8.71) como

uy(t) = %(1 + sgn(t)) = % + %sgn(t) (8.72)

Y puesto que sabemos que 1 & 2uy(w) y sgn(t) & 2/(jw), por sustitucion de
estas en (8.72) obtenemos

A 2

-]

Figure 8.8. Alternate expression for the signum function
(t) © né(w) + 1
Uy To\w jw

Y esta es la misma que (8.69). Esta es una funcién compleja en el dominio de la
frecuencia, cuya parte real es mé(w) y la parte imaginaria es —1/w.

La f(t) & F(w) correspondencia también se nuestra en la figura 8.9.
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d Fr (o)

I

«—> Fre(®)

Flm(m)

Figure 8.9. The Fourier transform of the unit step function

Ya que uy(t) es real pero ni par ni impar funcién del tiempo, su
transformada de Fourier es una funcién compleja de la frecuencia como se
muestra en (8.49). Esto es coherente con el resultado en la tabla 8.7.

Ahora, vamos a probar la propiedad de integracion en el tiempo de (8.49), es
decir,

j "t de o T | nr0)8(w)
Y jw

Como sigue:

Por la integral de convolucion,

o (8 F(8) = f Fuo(t — 7) de

Y ya que ug(t—t)=1parat>rt,Yy es cero en otro caso, la integral anterior se
reduce a

o () F(£) = f (@) de

A continuacion, por la propiedad de convolucion de tiempo,

uo (1) f(t) = Up(w) - F(w)

Y ya que

Upy(w) = é(w) +jiw
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Uso de estos resultados y la propiedad de muestreo de la funcion delta,
obtenemos

1 F(w F(w
Up(®) - F(w) = (nS(w) + _—) F(@) = 18()F(@) + 2 — nF(0)5(w) + 2
Jw Jjw Jjw
Por lo tanto, la propiedad de integracion en el tiempo se demuestra.
7.
. 1
e T2ty (t) © é(w — wy) + ———— (8.73)
(w — wy)
Demostracion:
De la transformada de Fourier de la funcién escalon unitario,
1
uy(t) © né(w) + —
Jw
Y de la propiedad de desplazamiento de frecuencia,
e/l f(t) © F(w — wy)
Obtenemos (8.73).
8.
(3) t = 2[8( ) + 8(w + wg)] + + !
u CoSsw = w—w w w . .
0 0 2 0 0 z]((f) - wO) z](w + wO) (8 74)
m Jw '
= 5[6((0 — wo) + 6((1) + (DO)] + m
Demostracion:
En primer lugar expresamos la funcion Coseno como
CoS wyot = %(eiw0t+e_i“’0t)
De (8.73),
. 1
ety (t) © né(w — wy) + ———
0 0 (w — wy)
Y
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ety (t) © né(w + wy) +

1
(w — wy)
Ahora, utilizando
1
uy(t) © né(w) + —
jw

Obtenemos (8.74).

2

®
U (t) sin wyt = %[6((» —wp) + 6(w + wy)] + PRI
0

— 02 (8.75)

Demostracion:
Primero expresamos la funcién como

1, :
sin wot = 2 (e/@ot — e7J@ol)

De (8.73),
eJooty (t) © é(w — wy) + —
0( ) ( 0) (w _ wo)
Y
1
uy(t) © né(w) + —
jw
Utilizando

Obtenemos (8.75).

Obtencion de la transformada de Fourier de la transformada Laplace

Si una funcién de tiempo f(t) es cero para t<0 , podremos obtener la
transformada de Fourier de f(t) a partir de la transformada de Laplace unilateral
de f(t) por sustitucién de jw con s .

Ejemplo 8.1
Es conocido que L{e ®uy(t)} = s%a Calcular F{e *uy(t)} .

Solucién:

1

Fle ™ u(®) = Lle™uo@llswjo = 7| =500
s=jw
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Por lo tanto, hemos obtenido la siguiente transformada par de Fourier.

e Muy(t) &

jow +a

Ejemplo 8.2

Es conocido que

s+a
(s +a)? + wy?

L{(e * cos wot)uy(t)} =

Calcular F{(e ® cos wot)uy(t)}

Solucion:

s+a
(s +a)? + wy?

F{(e™ cos wot)uo(£)} = L[(e~ cos wot)tto(t)]ls—jr =
S=jw
_ jo+a

"~ (jo + a)? + wy?

Por lo tanto, hemos obtenido la siguiente transformada par de Fourier.

jo+a
(jw + a)? + wy?

(e" cos wot)uy(t) =

También podemos encontrar la transformada de Fourier de una funcion de tiempo
f(t) que tiene valores distintos de cero para t < 0, y es cero para todos t > 0.
sino porque de un solo lado la transformada de Laplace no existe para, primero
debemos expresar la funcion de tiempo negativo en el dominio t > 0, y calcular de
un solo lado la transformada de Laplace. Entonces, la transformada de Fourier de
f(t) se puede encontrar sustituyendos conjw . En otras palabras, cuando

f(t)=0parat>0 ,y f(t) #0parat <0 ,usamos la sustitucion

FIf®} = LIfF (D]ls=—jw

Ejemplo 8.3

Calcula la transformada de Fourier de f(t) = e~ @/t
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a. Utilizando la definicion de transformada de Fourier
b. Por sustitucion en la transformada equivalente de Laplace

Solucién:

a. Utilizando la definicién de transformada de Fourier, obtenemos

[oe]

0 0o 0
Flealt} = f ete Jot gt + f e UeJot gt — j el@jot gg 4 j e~(@tjiolt gg
—00 0 —00 0

1 1 2
= T T 21 o2
a—jo a+tjo w?+a

Y asi tenemos la transformada par

b. sustitucién en la transformada equivalente de Laplace, obtenemos
1 1

stalgj, sta

Fle )} = £le™]|sjp + LI€™]l5zje =

s=—jw
Y este resultado es el mismo que (8.79).
Observamos que resultado de f(t) es realy par, F(w) es también real y par.

8.6 Transformada de Fourier de Formas de Onda Comunes

En esta seccidon, vamos a derivar la transformada de Fourier de algunas formas de
onda comunes en el dominio del tiempo.

Ejemplo 8.4
Derivar la transformada de Fourier del pulso

f(@®) = Alug(t+T) —uo(t —T)]

Solucién:
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El pulso de (8.80) se muestra en la figura 8.10.

Utilizando la definicion de transformada de Fourier, obtenemos

o ] T ] Ae—jwt T Ae—jwt -T A(ejwt_e—jwt)
F(w) = f f(He7*t dt = f Ae 79t dt = — = — = -
—o -T —Jw | _, Jo |, Jw
_ sin wT _ sin wT
B B wT

Observamos que la transformada de este pulso tiene la forma (sinx)/x , y tiene
su valor maximo 2AT en wT = 0",

Por lo tanto, tenemos el par de forma de onda

-

A1) 1

A 4
~

-T 0 T
Figure 8.10. Pulse for Example 8.4

sinwT
T

Alug(t +T) — ug(t — T)] & 24T
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La f(t) & F(w) correspondencia también se nuestra en la figura 8.11. Donde se
observa que w eje de cruce se producen en los valores de wT = +nm donde n un

F(w)

e

A1)

Figure 8.11. Fourier transform of f(t) = Aluy(t + T) — u,(t - T)]

numero entero.

También observamos ya que f(t) es real y par, F(w) es también real y par.
Ejemplo 8.5
Derivar la transformada de Fourier del pulso de la figura 8.12.

A
A

v
~

0 2T
Figure 8.12. Pulse for Example 8.5

Solucion:

La expresion del pulso dado es

f(®) = Aluo(t) — uo(t — 27)]

sinx

* Recordemos que el limx_)OT =1

Utilizando la definicion de transformada de Fourier, obtenemos
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2T 0

2T Ae—jwt

o ) ) Ae Jot
Flw) = J f(He Tt dt = J Ae 9t dt =
—00 0

0

_A(1 - ei2T)
=

—jo jo |,
Y haciendo las sustituciones

1= eij . e—ij, e—ijT — eij . e—ij

(8.83)
Obtenemos
Ae T (eloT . g=joT . /sinwT . /sinwT
F(w) = . = 24e le( ) = 2ATe le< ) (8.84)
w j w wT
Solucion Alternativa:
Podemos obtener la transformada de Fourier de (8.82) utilizando la propiedad de
desplazamiento de tiempo, es decir,
f(t—1ty) © F(w)e /ot
Y el resultado del ejemplo 8.4. Por lo tanto, multiplicando 2AT% por e /T |
obtenemos (8.84).
Observamos que F(w) es compleja* f(t) ya que no es ni funcion par ni impar.
Ejemplo 8.6
Derivar la transformada de Fourier de la forma de onda de la figura 8.13.
A1) 1 24
A
T 0 T P
Figure 8.13. Waveform for Example 8.6
Solucioén:
La forma de onda dada puede ser expresada
f(t) = Alug(t +T) + ug(t) —ug(t —T) —uy(t — 27)] (8.85)

* Recordemos que e7“T consta de una parte real y una imaginaria
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Y es precisamente la suma de las formas de onda de los ejemplos 8.4 y 8.5.
también se observa que esta forma de onda se obtiene por la adicion grafica de
las formas de onda de las figuras 8.10 y 8.12. Por lo tanto vamos a aplicar la
propiedad de linealidad para obtener la transformada de Fourier de la forma de
onda.

Denotamos las transformadas de los ejemplos 8.4 y 8.5 como F{(w) y Fy(w)
respectivamente, y obtenemos

sinwT . sinwT . sinwT
F(w) = F{(w) + F,(w) = 24 + 2ATe—JwT< T ) = 2AT(1 + e77«T) ”
_jel ol T\ sinwT _jeT oT\ sin oT (8.86)
=2ATe’2(e’2 +e’2> =4ATe’2cos<—) -
Ejemplo 8.7
Derivar la transformada de Fourier de
f(t) = Acos wot [ug(t +T) —uy(t —T)] (8.87)
Solucion:
De (8.45),
Flw—wy) + Flw+ w
f(t) cos wyt = ( ) > ( )
Y de (8.81),
sin wT
Alug(t+T) —uy(t —T)] & 2AT
Entonces

sin[(w — wy)T]  sin[(w + wy)T]

(w— wy)T (w+ wo)T (8.88)

Acoswot [ug(t+T) —uy(t—T)] & 24T

También observamos ya que f(t) es real y par, F(w) es también real y par*.

* la sin x/x es una funcion par
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UNIDAD V
VARIABLE COMPLEJA
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FUNCIONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA: FUNCIONES ANALITICAS

1. FUNCIONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA

Definicién

Una funcién compleja de una variable compleja es una aplicacion de un conjunto D<= C
en C. Se designa por w = f(z).

A cada n® complejo z e D, se le asocia un unico complejo w= f (z).

o Si a cada valor de zen D corresponde méas de un valor de w, no se trata de una
aplicacion o funcion, pero suele decirse que w es una funcién multivaluada o multiforme

de z ( por ejemplo la funcién w=+/z, gue a cada n° complejo z le hace corresponder sus
dos raices ).

Una funcion multiforme puede considerarse como una coleccion de funciones
uniformes. Cada miembro de la coleccién se llama una rama de la funcién. Se suele
considerar un miembro particular como rama principal de la funcion multiforme y al valor
de la funcion correspondiente a esa rama se le llama valor principal.

Siempre que hablemos de funcién en este capitulo, nos referiremos, salvo
advertencia expresa, a funcién uniforme.

o El conjunto imagen o recorrido es el conjunto de valores que toma la funcion:
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R(f)={weC /w=f(z),zeD}

. Es w= f(z)= f(x+iy)=u(x,y)+iv(x,y)

Las funciones escalares u(x,y),v(x,y)reciben el nombre de parte real y parte
imaginaria de f , respectivamente.

Ejemplo 1

La funcion f(z)=z?, puede expresarse f(z)=(x+iy)* = (x> —y?)+ 2xyi

En este caso u(X,y) =x>—y?, v(x,y)=2xy.

o A su vez, dadas dos funciones reales u(x, y),v(x, y) de las variables reales x, y, la
w=u(x,Yy)+iv(x,y) esunafunciénde z; w=u(Rez,Imz)+iv(Rez,Imz) y como

Rez=2F% 1mz=2"% (2,1)
2 2i

resulta w=F(z,z), que es una funcion de z.

En el caso del ejemplo anterior, donde w = (x> —y?) + 2xyi, resulta:

1 N2 1 \2 Z+E(Z_Z_). 2
W=—(2+2) —(Z2—-2)" + 24— l=..=12
4( ) 4i2( ) 2 2i

Ejemplo 2
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Tomando ahora la funcion w=(x* + y*) + 2xyi , se obtiene:
_ N2 _ _ 1

w=| EE2| | 22| g B i 2 (22— 4 222) = F(2,2)

2 21 2 21 2
que es funcién de z en la que interviene z.
o Si se utilizan coordenadas polares: f(z)=u(r,8)+iv(r,0)
o Si la parte imaginaria de la funcion es nula, el recorrido de la funcién estd contenido
en R y se dice que la funcidn es una funcion real de variable compleja.
f(z)=f(x+iy)=u(x,y)eR
Ejemplo 3
f(z):|z|2 =7z=x2+Yy?
o Mas adelante se vera una condicion suficiente para que la funcion u(x,y)+iv(x,y)

dependa Gnicamente de z, sin intervencién de z, como ocurre en el ejemplo 1y no ocurre
en los ejemplos 2 y 3.

REPRESENTACION GRAFICA. TRANSFORMACIONES

No puede hacerse una representacion grafica de la funcion w= f(z) tan
conveniente como en el caso de funciones reales de una variable real y= f(x), que se
representaban mediante curvas en el plano, o0 como en el caso de funciones reales de dos
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variables reales z= f(x,y), que se representaban mediante superficies en el espacio
tridimensional.

Para el caso de funciones complejas w= f(z), es decir u+iv=f(x+iy), se
necesitaria un espacio de dimensién cuatro.

Seré& necesario utilizar dos planos complejos; el plano z de ejes xe y, y el plano w

de ejes uy v. Se representarian algunos puntos en el plano complejo z y los
correspondientes en el plano w.

f(2)

Z=X+ly ——> w=uU+iv

A cada punto P(x,y) en el plano z, situado en el campo de existencia de f,
correspondera el punto P'(u,v) en el plano w. Esta correspondencia se llama una
transformacion del plano z en el w mediante f. Se dird que P(x,y) se aplica o transforma
enel P'(u,v) por la aplicacion o transformacion. A P' se le llama la imagen de P.

Se obtiene méas y mejor informacion sobre f , estudiando como se transforman

algunas curvas o regiones convenientes del plano z, en lugar de representar simplemente
pares de puntos correspondientes.

Ejemplo 4

w=f(z)=2°
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R=a’
o_~
6
/\r =a
> a2
a X u
w = R(cos¢g +iseng)
Ejemplo 5

W=/X>+Yy% —iy

- Los puntos de la circunferencia |z| = se transforman en puntos de larecta u=r
- Los puntos de dicha circunferencia verifican —r <y <r, por lo que las imagenes
pertenecen al segmento de extremos (-r,r) y (r,r).

W=y X2 +y? —iy=u+iv v v=u

A
y
_
C > C- >

C

oA veces, para usar conceptos geométricos sencillos como traslacion, rotacion, simetria,
etc, se superponen los planos zy w, considerando la transformacion entre puntos de un
solo plano.
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Por ejemplo, w = z + 2 representaria una traslacion de cada punto z, dos unidades a la
derecha. Y w =z, transforma cada punto z en su simétrico respecto al eje real.

3. LIMITES
a) Definicion

Sea f definida en todos los puntos de un entorno reducido de zp. Entonces:

lim f(z)=wy < Ve>0358(¢)>0/ 0<|z-zp|<F=|f(z)-wp|<¢ (2,2)
Z—)ZO

Se observa que expresando los complejos en la forma z=(x,y), z,=(X, Y,):
w, = (U,,V,), la definicion anterior equivale a:
Ve>036(e)>0 7/ 0< (X, ¥) = (X, Yo)|| <& = (X, ). v(X, ¥)) = Uy, V)| < &
que corresponde a la definicion de limite de la funcién vectorial:
(X, Y) ——> W(X,y) = (U(x, y),v(x, y)) de R?en R

Por tanto, todas las propiedades de los limites de tales funciones vectoriales son aplicables
al limite de una funcion compleja de variable compleja. De ahi que puedan afirmarse las
propiedades:

b) Propiedades

. El limite, si existe, es Unico.
o lim[f(2) +9(2)]= W, + o,
e lim Af (z) = Aw,

717,

o Silimf(z)=w,,y !LT 0(z) = w, , entonces 1 4 [im f(2)9(z) = w,m,

-7,
. () w, .
0|Im£:—0 si w,#0

0 g(2)

elimRef(z)= Ilim u(x,y)=Rew,
f(z)=u(x,y)+iv(x,y) 1 (2) (x,¥)=040.%) (x.y) °
S 0= o t ) ZILT’ mt(z)= (X,y)lir(rx]o,yo)v(x’ y)=Imw,
e Sea - entonces { .
Wy =Ug +1V, o lim|f (2)] = w,|
limf(z2)=w TR
i 1(2) =, e lim T (z) = w,

Juan de Dios Sanchez Lépez Pagina 94



Sefales y Sistemas Ingeniero en Electroénica | 2016

FIAD
c) Generalizaciones
. lim f(z) =0 <= VYM >0 36(M)>0/ 0<|z-27|<5=|f(2)|>M
. lim f(z) =w, < Ve>03IN(g)>0/ |z|> N = |f(2)-w|<e
. limf(z)=c0 <YM >03N(M)>0/ [z|> N =|f(z)|>M
4. CONTINUIDAD
a) Definicion
w= f(z) escontinuaen zg & lim f(z)= f(zy)
ras 24
w = f(z) escontinua en un dominio D < f escontinua Vzy € D
b) Propiedades
De las propiedades de los limites se deduce:
f(2)+9(2)
A (2)
e Si f(z), g(z) son continuas en z,,lo son tambien las funciones 1 f (z)g(z)
f(z
1 4(2) =0
9(2)

Si f(z) escontinuaen z,, loson f(z) y|f(z)

Si f(z)=u+ivescontinuaen z,, losonen (xo, yo) las u(x,y), v(x,y)

e La composicion de funciones continuas, es continua.
c¢) Definicion
w = f(z) esuniformemente continuaen D <
Ve>0 35(e)/ |21-25|<6 N 73,2, D= |f(71)- (7)) <&
d) Propiedades

e f(z) uniformemente continuaen D = f(z) continuaen D
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e f(z) continua en compacto D = f(z) uniformemente continua en D

5. LA DERIVADA. FUNCIONES ANALITICAS

a) Definicion

Sea w = f(z)una funcion compleja de variable compleja, definida en un entorno de z.

Se dice que f(z)es derivable en z( siexiste en C el limite:
lim f(Z)— f(ZO ) = lim f(ZO +AZ)_ f(ZO)

757 -1y 470 Az

Si dicho limite existe, recibe el nombre de derivada de f(z) en zp. Se representa con

: . of
f'(z) 0 E(ZO)'

con Az = AX +idy

b) Definiciones
o Dominio en C: Conjunto abierto y conexo en el plano complejo.

e f(z) es analitica en un punto z, si es derivable en todos los puntos de algun entorno
de z,.

e f(z) es analitica en un dominio D <C, si es analitica en todos los puntos de D.
También se dice entonces que f(z) es regular u holomorfaen D.

. f (z) se dice entera se es analitica en C.

eUn punto z, se dice punto sinqular aislado o sinqularidad aislada de f(z) si la
funcion no es derivable en z,, pero si es analitica en algin entorno reducido de z,.

¢) Ejemplos

Ej. 6 La funcion f(z) =aeC esentera. Ademas f'(z)=0 VvzeC.
ElL7 La funcion f(z) =1z esentera. Ademas f'(z)=1 vz eC.
Ej.8 La funcién f(z) =z no es derivable en ningtn punto.

f(z+Az)-f(z) z+Az—E_§
Az Az Az

En efecto:
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Si AZZAXé%:%Zl
No existe limite de este cociente Al X_A
Si Az=iay= 2= _
Az 1Ay
Eji. 9 La funcion f(z)=z* es entera:
2 .2 2
f(z)= lim (v de) ~2” 22424 (d2)” lim (22 + A2)=2z Vze C
Az—0 Az Az—0 Az Az—0
Ej. 10 La funcion f(z) =|z|2 solo es derivableen z=0
En efecto:
Aw |Z+AZ|2—|Z|2 (z+A2)(z+A7)-27 ZAZ+7A1+AZA7 - — Az
—= = = =Z+A7+72—
Az Az Az Az Az

INTRODUCCION A LA INTEGRACION EN EL CAMPO COMPLE]O

El desarrollo de la teoria de funciones de una variable compleja sigue un camino
muy distinto al usado en la teoria de funciones de variable real.

En esta ultima teoria, tras estudiar las funciones derivables, se estudian las
funciones que admiten derivadas de Ordenes superiores, luego las indefinidamente
derivables y por ultimo las que admiten desarrollo de Taylor en serie de potencias.

En la teoria de funciones de variable compleja, se comienza estudiando las
funciones analiticas. Forman éstas una clase tan restringida que automaticamente admiten
derivadas de cualquier orden en cada punto en que sean analiticas. Mas aln, admiten
desarrollo de Taylor, en un entorno de cada punto de analiticidad.
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Pero supuesta f(z) analitica en un dominio, no ha sido posible demostrar la
existencia de derivadas de drdenes superiores, sin recurrir a la integracion compleja. En el
desarrollo de Cauchy de la teoria de funciones de variable compleja, todo se hace depender
del calculo integral complejo, incluso en cuestiones que aparentemente solo se refieren al
calculo diferencial.

Por tanto, constituyen una parte muy importante de la teoria de funciones de
variable compleja, la teoria de las integrales curvilineas, junto con la de series de potencias.
Se caracterizan por su elegancia matematica y por su gran utilidad en la matematica tanto
pura como aplicada.

Para definir la integral curvilinea o integral definida compleja a lo largo de una
curva, es conveniente definir previamente la integral definida de una funcion compleja de
variable real, en un intervalo.

2. INTEGRAL DEFINIDA DE UNA FUNCION COMPLEJA DE VARIABLE REAL.

Se trata de una generalizacion inmediata de la integral simple real.

a) Definiciones previas

e Una funcion compleja de variable real es una funcién de la forma:

fH) =uM) +ivt) & z(D=xMD+jivt) con tel=TIabl
\7 \7 \“7 7 \7 J\7 L1
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e Dicha funcion se dice continuaen I, si loson x(t) e y(t).
Obsérvese que una tal funcién define una curva I en el plano complejo, recorrida

en un sentido determinado.

Ya  z(t) = x(t) +iy(t) z(b)

v

La funcién anterior g€ dice continua a trozos en I, si x(t) e y(t) son continuas a
trozos en | (Acogadas y continuas en | excepto en un nimero finito de puntos de
discontinuidadde primera especie)

Se dicg/que z(t) = x(t) +iy(t) esderivable a trozos en I si lo son x(t) e y(t).
fine entonces la funcion derivada como z'(t) = x'(t) +iy’(t)

Se dice que z(t) = x(t) + i y(t) esregular en I, o que lo es la correspondiente curva
I, si existen x'(t) e y'(t) y son continuas y no nulas ambas en I.

Se dice que z(t) = x(t) + i y(t) es reqular a trozos en I, 0o que lo es la
correspondiente curva I', si x(t) e y(t). son continuas en I, existiendo y siendo
continuas, X'(t) e y'(t). en I, excepto a lo sumo en un n° finito de puntos en los que
deben existir y ser continuas las derivadas laterales.

Un contorno es una curva I" regular a trozos y simple o de Jordan.

b) Definicion
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Dada la funcion compleja de variable real z(t) = x(t) +i y(t) continua a trozos en [a,b], se
define la integral definida de z(t) sobre [a,b] como

b b b
jz(t)dt:jx(t)dt+ijy(t)dt (4.1)
a a a

c) Propiedades

De la definicion y las propiedades de la integral definida de funciones reales de variable
real, se deduce de forma inmediata, siendo z(t), zi(t), z»(t), continuas a intervalos en

I =[a,b]:

b a
o [a(tydt=—[z(t)dt
a b

b b b
o [lza(t)+zp(0)]dt=[zy(t)dt+ 25 (t)ot
a a

a

b c b
. jz(t)dt:jz(t)dt+jz(t)dt
a a C

También se cumple:

b b
. Rejz(t)dt =jRe[z(t)] dt
a a

b b
. ja z(t)dt:ajz(t)dt aeC
a a

e Silafuncion compleja de variable real Z(t) verifica Z'(t) = z(t) , entonces:
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b
jz(t)dt =Z(b)-2Z(a)
a
b b
Se verifica también: jz(t )dt| < _ﬂz(t )| dt
a a
Demostracion:
b _ b b b
Sea J.z(t)dt = Re'" Entonces '[z(t)dt =R= e_'e'[z(t)dt = je"ez(t)dt
a a a a
b b b

Si f(t) = u(t) +iv(t) verifica que If(t)dt es real, entonces: jf(t)dt = J'Re[f (t)Jdt
a a a

b
La integral Ie_'ez(t)dt es real por ser igual a R.
a

b b b _
Luego |[z(t) dt| = [ e 192(t) dt = | Re[e_'ez(t)] dt
a a a

Ahora el integrando es una funcion real de variable real y ademas:
Re[e_iez(t)]é ‘e_iez(t)‘ =z(t)

Luego aplicando la correspondiente propiedad del caso real:

b
jdom

a

b _ b
= Re[e"'ez(t)]dt < [[z(t)] dt
a a
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3. INTEGRALES CURVILINEAS COMPLEJAS, O DE CONTORNO

a) Definicion

“Sea C un contorno descrito por C: z(t) = x(t) +iy(t) cont el =[a,b]

Sea f(z) una funcion compleja de variable compleja, continua sobre C.

La integral curvilinea compleja o integral de contorno de f(z) a lo largo del arco
orientado C, que se representa por jc f(z )z, se define asi:

b
jc f(z)dz:j fz(t)] Z (t)dt (4.2)
a

b) Comentarios

e La integral del 2° miembro es integral de una funcion compleja de variable
real t.

e Existe esa integral, pues z(t) es continua en |y f(z) continua sobre C.
Luego f[z(t)] es continua en I y como Zz’(t) es continua en | excepto en un n° finito

de puntos, el integrando es continua a trozos en I.
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e Si Z'(t) no es continua sobre I, puede dividirse el intervalo | de forma obvia. Es
decir si C estda compuesto de un n° finito n de arcos regulares orientados C;

entonces: jcf(z) dz = i jc- f(z2) dz
i=1

c) Expresion en términos de integrales curvilineas reales

De la definicién:

b b
[ f@dz = [flz]z ©dt = [ {ulx®), y©O]+ivix@®), yOIx © +iy ®]dt =
a

a
b
= [{ulx(®, y]x (t) = v[x(®), y©)ly (0} dt+nj (X, O]y (1) + v[x(®), y©)]x (0 }dt
a

Luego: jcf(z)dz= Icu(x,y)dx—v(x,y)dy+iIcv(x,y)dx+u(x,y)dy (4.3)

Puede escribirse -[c (u+iv)dx + idy), desarrollando el integrando de acuerdo con las leyes

algebraicas usuales.
d) Notas

e Salvo indicacion expresa, convenimos en que:
= Los caminos de integracion son contornos

= Los integrandos son funciones continuas sobre esos contornos, 0 mMas
generalmente continuas a intervalos

Por eso a la integral curvilinea se le designa integral de contorno.
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e EIl valor de la integral J'Cf(z)dz es invariante si se sustituye la representacion

paramétrica z(t) tel, por otra equivalente en el sentido que se vié en las integrales
curvilineas reales , siempre que describa la curva en el mismo sentido. Si se
describe en sentido opuesto cambia el signo de la integral.

Se deduce de la expresion en términos de integrales curvilineas reales y de la
invariancia de estas ante el cambio de parametros.

e) Propiedades

i) j_cf(z)dz=—jcf(z)dz
Se entiende que si C esta descrita por z(t) te[a,b] entonces -C esta descrita

por z(t) con t variando desde t = b hasta t = a. Queda entonces la curva recorrida
en sentido contrario al de C.

Icl+cz f(z)olz:jCl f(z)o|z+jC2 f(2)dz

Se entiende que si C; =z4(t) tefab] y C,=z5(t) te[b,c] y siendo
z1(b) =2z, (b) se denota Cq + C, al contorno definido por

21(t) tela,b]

C1+C2=23() :{zz(t) te[b,c]

Puede generalizarse a IC o f(z)dz :J-C f(z)dz+...+ IC f(z)dz donde con
17T n 1 n

Cq +...+C,, se entiende la generalizacion obvia de la definicion vista para
C]_ + C2

ii) jck f(z)olz:kjC f(z)dz keC
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iv) jc[f(z)+ g(z)]olz:jC f(z)o|z+jC 9(z) dz

La demostracion de estas cuatro primeras propiedades se deduce de la definicion de integral
de contorno y las propiedades de la integral de funciones complejas de variable real.

) Desigualdad ML

Si f(z) es continua a trozos sobre un contorno C=z(t) te[a,b], y es M una cota

superior de |f(z)| en Cy L la longitud de C, se verifica: UC f(z )dz‘ <ML

En efecto:
b b b

‘ jcf(z)dz‘ = [tz 0] < [[Flz]jz ldt < M [z Ofdt = ML
a a a

0) Notas

e Si zrecorre C, se interpreta |dz| como |dz| =[x () +iy' (t)|dt
b
Por tanto, como la longitud de un contorno C=z(t), tefa,bles L= [lz'(t]dt,
a

puede expresarse L de forma abreviada por L = IC|dz|

e Puede hablarse también de integracion respecto a la longitud del arco. Se representa
por Icf(z)ds 0 J'Cf(z)|dz| y se define por:
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b
jcf(z)ds = jcf(z)|dz| = j flz(t)]z ()]t
a

e Suelen considerarse integrales curvilineas, respecto a 7. Se definen formalmente:
J.f(2)dz = [_(u+v)(dx—idy) = [_udhc+ vy~ i[_udy —vox = [Tz

e Con esta notacion suelen introducirse:
= d 2 |
J'Cf(z)dx =l f@dz+ jcf(z)dz J'Cf(z)dy =—{J f@dz- jcf(z)dz

h) Ejemplos de integrales de contorno

Ejemplo 1. Calcular _[C z%dz siendo Cq1 =0B
1
B(2,)
Los extremosson z=0y z=2+1
A > Entonces z(t) = 2t +it = (2+i)t te[0,1]
A
7 2% es continua sobre C,
0
>

1

1 .
Por la definicion [ z°dz = [[(2+i)t]? (2+i)dt = (2+i)*[t?dt = (2+111)
C 3
0 0
Ejemplo 2.  Calcular _[C 22dz siendo C, =0OAB
2

':chzzdzzjojzzd“f@zzdzia\iz(t)=t, te[0,2] ; AB:z(t)=2+it, te[0]]
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2 1 1 1
N2 8 .
Luegoj.C2 z%dz :gtzdt+£(2+|t)2|dt :§+£—4tdt+|£(4—t2)dt =

1
3 .
=§+ —2t2 4 4t—t— :§—2+i 4_lj:2+11|
3 3 0 3 3 3

Observemos que JC 224z :.fc 224z Luego jc c z2%dz =0
1 2 17%2

Ejemplo 3.

Calcular Ic 2dz siendo Cs la semicircunferencia superior de |z| =1, desde z=-1 hastaz
3

=1
Es C3=z(t) =cost+isent=e" te[n0] ; I3=]_ zdz=[e "ie"dt=i[dt=—in
CS T T

Ejemplo 4.

Calcular Ic 2dz siendo C,4 la semicircunferencia inferior de |z| =1, desde z = -1 hasta z
4

=1

. . 2n
Es Cq=z(t)=e" te[n2n]; |4=jC zdz = [idt = i
4
s

Obsérvese que 14 = I3

Ejemplo 5.
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Calcular .[c zdz siendo Cs la circunferencia |z| =1 en sentido antihorario.
5

Es I5 =14 — I3 =2ni. Como sobre C, es |z|:1:>2:#=% . Luego: jcsd?Z:Zni
z

Ejemplo 6.

: . : , dz .
Sin resolver la integral, hallar una cota superior del modulo de |4 =_[C o siendo Cg
6z

el segmento de origenen z=1i yextremoenz=1

Sobre Cg es f(2) =i4 continua, Cg = z(t) = t+ (1 -1t)i, te[0]]
z

Es |lg| = <ML, siendo: | M : cota superior de

a sobre Cq

dz
ICG 24

L : longitud de C,

4 _h ]2 I 1)? 12 1
Sobre Cg es: ‘z ‘:|z| :‘t +(1—t)‘ =(2t —2t+1)2: Z(t_Ej +s ZZ

(Puede verse también geométricamente que sobre C es |z| mayor que distancia OA, es decir
V2 4 1 .
z|>—=1" >= i )
2 4 A

Luego i4 <4.Esportanto MZ4 ycomo L=+/2 resulta |I6|£4\/§
z
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4. TEOREMA DE CAUCHY-GOURSAT

a) Teorema de Cauchy-Goursat (4.4)

Si f(z) es analitica sobre un contorno cerrado C y su interior, entonces Ic f(z)dz=0

Es un teorema de gran importancia en la teoria de funciones de variable compleja.
Su demostracion es complicada bajo esta forma general.

La forma original de Cauchy exige ademas la continuidad de f'(z) sobre C y su interior.
Goursat fue el primero en mejorar el teorema, suprimiendo la hipdtesis de la continuidad de
f'(z), no necesaria para demostrar la tesis. Precisamente el ser f(z) continua es una
consecuencia que se demuestra a partir del teorema.

Veamos la demostracion en la forma de Cauchy:

Sea R laregion cerrada formada por C y su interior. Sea f(z) = u(x,y) +i v(X,y)

Por ser f(z) analiticaen R, las u y v son continuas, derivables y cumplen las condiciones
de Cauchy-Riemann en R.

Si afladimos que f'(z) sea continua en R, entonces las derivadas de u, v son continuas en
R.

Es IC f(z)dz = IC udx — vdy +1 -[C vdx + udy
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Y por ser u, v continuas y con derivadas continuas en R es aplicable el teorema de Green-
Riemann a cada una de las integrales curvilineas reales. Resulta:

J'Cf(z)dz = —”R (vx + uy)dxdy+ i”R (ux —vy)dxdy
Y por cumplirse las condiciones de Cauchy-Riemann:

Uy =Vy ; Uy ==Vy, resulta: J'Cf(z)dz =0 c.q.d.

b) Ejemplos

Ejemplo 7.
Calcular -[c z"dz siendo n e N y C la circunferencia de centro en z = 0 y radio a. La

funcién es entera y C un contorno cerrado. Luego ch”dz=0 segun el teorema de

Cauchy-Goursat.

i0

Calculando directamente:  C=ae 0<06< 2t = Luego:
2 \q . 2n L o gt
[ 1@z = [ lae® ["aiei%0 — it [ei(0gg -2 [eilns20 BT 21y _4]_g
C n+1 n+1

0 0
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UNIDAD Vi

PROCESOS ESTOCASTICOS
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Axiomas de la probabilidad

1.La probabilidad es positiva y menor o igual que 1.
0<pA)=<1

2. La probabilidad del suceso seguro es 1.

p(E)=1

3.Si Ay B son incompatibles, es decir A [1B = @ entonces:

p(A UB) = p(A) + p(B)

Propiedades de la probabilidad

1 La suma de las probabilidades de un suceso y su contrario vale 1, por tanto la
probabilidad del suceso contrario es:

p(A)=1-p(A)

2 Probabilidad del suceso imposible es cero.

p(3)=0

3 La probabilidad de la unién de dos sucesos es la suma de sus probabilidades restandole la
probabilidad de su interseccion.

p(ALIB)=p(A)+p(B)-p(ANB)
4 Si un suceso esté incluido en otro, su probabilidad es menor o igual a la de éste.
S5i A c B,entonces p(A)=<p(B)

5 Si Ay, A, ..., Ac son incompatibles dos a dos entonces:

p(A LA U---UA ) =p(A )+p(A )+ -+ p(Ay)
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6 Si el espacio muestral E es finito y un suceso es S = {Xi, Xz, ..., X, } entonces:

P(S)=p(x )+ (%) +---+P(X,) Por ejemplo la probabilidad de sacar par, al tirar
un dado, es:

P(par) = P(1) + P(2) + P(3)
Regla de Laplace
Si realizamos un experimento aleatorio en el que hay n sucesos elementales, todos

igualmente probables, equiprobables, entonces si A es un suceso, la probabilidad de que
ocurra el suceso A es:

_numero de casos favorables a A
nuamero de casos posibles

P(A)
Ejemplos
Hallar la probabilidad de que al lanzar dos monedas al aire salgan dos caras.

Casos posibles: {cc, cx, xc, xx}.

Casos favorables: 1.

P(2caras) = %

En una baraja de 40 cartas, hallar la P (as) y P (copas).
Casos posibles: 40.
Casos favorables de ases: 4.

1

Casos favorables de copas: 10.

10 1

P (copas) = 10°7
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Calcular la probabilidad de que al echar un dado al aire, salga:

1 Un ndmero par.
Casos posibles: {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Casos favorables: {2, 4, 6}.

3 1
P = — = —
(par) 6 2

2 Un multiplo de tres.

Casos favorables: {3, 6}.

2 Un mdltiplo de tres.

Casos favorables: {3, 6}.

3 Mayor que 4.
Casos favorables: {5, 6}.

2 1
P>4)= 5 ~3
Probabilidad de la union de sucesos
Probabilidad de la unién de sucesos incompatibles
AllB= &

p(A UB) = p(A) + p(B)
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Calcular la probabilidad de obtener un 2 6 un 5 al lanzar un dado.

1

1
— + =
5]

3

P(2U5)=

Ch| =
oM

Probabilidad de la unién de sucesos compatibles
AllBz @
p(A UB)=p(A) +p(B) - p(A IB)

p(A UB L) =p(A) +p(B) + p(C) - p(A 1B) —p(A C) —p(B 1C) + p(A 1B 1C)
Calcular la probabilidad de obtener un multiplo de 2 6 un 6 al lanzar un dado.

p(2u5)= =

M| =

1.3
6 6

h| L
+
o =
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VARIABLES ALEATORIAS

1.- VARIABLES ALEATORIAS. FUNCION DE DISTRIBUCION.

FUNCION DE DENSIDAD.

1.1 VARIABLE ALEATORIA
Lo que se pretende con la variable aleatoria es sustituir el espacio

de resultados por uno numérico, para facilitar la comprension.

DEFINICION
Se llama variable aleatoria a aquella cuyo valor esta determinado

por el valor del experimento.

1.2 TIPOS DE VARIABLES ALEATORIAS
Se llama v.a. discreta a aquella cuyos valores son un n° finito de
nameros reales distintos.
Se llama v.a. continua a aquella cuyos valores son un intervalo, o

una unién de intervalos sobre la recta de los nimeros reales. Por tanto, puede
tomar oo valores.
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EJEMPLOS

1. Lanzar 2 dados y que la v.a. X sea la suma de resultados:
La v.a.discreta X es: {2, 3,4, ...... , 12}

2. Sea el experimento: “conocer el tiempo que se tarda en realizar
un cierto trabajo”.

La v.a. continua X toma oo valores.

NOTA
Al conjunto de valores que toma la v.a. X se le denomina rango

de X, rg X.

1.3. DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

Asociamos la v.a. a la probabilidad con la que haciamos corresponder a cada
uno de los resultados, y por tanto, a cada suceso.
Se dice que tenemos una distribucion de probabilidad de la v.a. X, cuando

asociamos probabilidades a la v.a. que procede de un espacio de resultados
probabilizado.

EJEMPLO

Sea el experimento “lanzar una moneda”
Q ={cara, cruz }

Sea lav.a. X =n°de caras que obtenemos
Los valores de X son16 0

Ademas, P(cara) =P (cruz) =%

Si hacemos: A ={sacar cara} B = {sacar cruz}
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x1= X(A) = 1 P(x1) = P(1) = P(X=1) = %
o= X(B) =0 P(X) = P(0) = P(X=0) = %
EJEMPLO

Lanzamos una moneda 10 veces:

X =n° de caras obtenidas.

0 <X <10 = toma una cantidad de valores finita, luego es de tipo discreto.
Probabilidad de no sacar caras = P(X=0) = (1/2)"°

Probabilidad de sacar 1 cara=P(X=1)=  (1/2)}(1/2)°= (1/2)"°

En general:

P(X=x) = (1/2)*°

1.4 FUNCION DE DISTRIBUCION

Definimos la funcién de distribucion , F, de una v.a. X, como una

funcidn definida para cada n® real x , de la forma:

F(x) =P(X £Xx) =00 < X < 00

Es decir, una funcién que nos indica la probabilidad de que la v.a. X tome
valores menores o iguales al x dado.

Nos indica la probabilidad acumulada desde el extremo inferior del intervalo,
hasta el valor x del dominiodelav.a. X

Como F(x) = P(X < x) es una probabilidad y ésta estd comprendidaentre 0 y 1
= 0<F(X)<1

PROPIEDADES
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1)0<F(x)<1, vyavista
2) La funcion de distribucion es no decreciente a medida que crece
X, 0sea:
Si X1<x2 = F(X1) <F(x2)
Veamoslo:
Si X1< X2 = P(X<X1) SP(X<%2) = F(X1) < F(X2)
3) En la funcién de distribucién se cumple:

lim F(x)=0 lim F(x)=1

Veamoslo:
Si X > -0 = P(X<-0)=P(J)=0
Si X 5>+® = PX<+0)=P(QQ)=1
4) P(x1< X < X2) = F(x2) - F(x1)
Demostracion:
Descomponemos el intervalo (-, X, | en (-0, X3 JU (%2 ],
disjuntos:
F(x2) = P(X<xp) = P(Xe (-o0,%; |) = P(Xe (-0, % ]) + +
P(X e (X1, X2 ]) = F(x1) + P(x1<X <x2)
Despejando:
P(x1 < X < X2) = F(x2) - F(x1)
5) La funcion de distribucion es siempre continua por la derecha, o
sea:

F(X) = F(x") = F(lim (x+¢)) v X
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Es inmediata, ya que F(lim (x+¢))-F(X)=F(x)-FX)=0 =

= F(x) = F(lim(x+¢)) = F(x")

Nota: Por la izquierda no tiene por qué ser continua.

1.4.1 FUNCION DE DISTRIBUCION DE UNA V.A. DISCRETA

Si la v.a. es discreta, la funcion de distribucion es escalonada, y los saltos del
escalonamiento tendran un tamafio igual a la probabilidad del punto en que estemos,
manteniéndose constante hasta el siguiente punto de la variable.

EJEMPLO

Sea un juego con 5 opciones, numeradas del 1 al 5, con las siguientes
probabilidades:

Opcidn 1 ---------mmmmmmm P=0,1
Opcion 2 --------m-m-mm- P=0,3
Opcion 3 ------------m--- P=0,2
Opcidn 4 -------mmemmmeee P=0,1
Opcion 5 ------m-mmmommo- P=0,3

Creamos una v.a. X cuyos valores corresponden al valor que puede tomar la
opcion:

P(X=1)=P(1)=0,1
P(X=2)=P(2)=0,3
P(X=3)=P(3)=0,2

P(X=4)=P(4)=01
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P(X=5)=P(5)=0,3

La funcidn de distribucion es F(x) = P(X<x) para x=1, 2, 3, 4,5 y tomara
los siguientes valores:

F(1)=P(X <1)=0,1
F(2)=P(X <2)=04
F(3)=P(X <3)=0,6
F(4)=P(X <4)=0,7

F(5)=P(X <5)=1

Su representacion grafica es :

1.4.2 FUNCION DE DISTRIBUCION DE UNA V.A. CONTINUA

Si la v.a. es continua, la funcion de distribucion F( x ) es conti-nua por la
derecha y por la izquierda.
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EJEMPLO

Supongamos una maquina que fabrica piezas de una longitud maxima de 3 cm.
, pero no sabemos la longitud que tienen. Por tanto, la longitud serd la v.a. X, de
tipo continuo pues x € [0, 3 ] de la que suponemos que conocemos F( X ),

siendo :
0 Si x=0
F(x) = X219 si 0<x<3
1 sl X >3

Evidentemente, P(X <3) = 1 = la v.a. continuatoma valores entre 0
y 3, surepresentacion graficaes :

1.43 CALCULO DE PROBABILIDADES A PARTIR DE LA

FUNCION DE DISTRIBUCION
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1)V x , secumple: P(X>x)=1-F(x)
Es inmediato, ya que :
PX>x)=1-P(X<x)=1-F(x) (por definicién)
2) V x se cumple: P(X<x)=F(x")
Demostracion :
Hemos visto, por la propiedad 5, que F(x) = F(x") =P(X < X)

La diferencia entre P(X < x) y P(X < X) es que en esta ultima hemos
afiadido la probabilidad de x, luego P(X < x) = F(x 7), que es la funcion de
distribucion hasta el valor de X infinitésimamente anterior al x dado.

NOTA
Si la v.a. es continua, no hay saltos, luego :
PX<x)=P(X<x)=F(x)
3) Dados los valores de X, Xi, Xz tales que X;< X, = P(X;<X<Xy) =
= F(x2) - F(x1)
Veamoslo :
P(X1< X< X2) = P(X< %) - P(X < X7)
Como P(X<x2) =F(x2) y P(X<xp)=F(x1) , setiene que:
P(X1< X< X2) = F(X2) - F(X1)
4) ¥ x secumple: P(X=x)=F(X")-FXx)
Demostracion :
P(X=xX)=P(X<X)-P(X<X) = P(X=X)=F(x ") -F(x")
Sila v.a. escontinua :

PXX=x)=F(x)-F(x)=0
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EJEMPLO

Sea la funcion de distribucion de X de tipo discreto :

0 six<l
F(x)= 03 six=1
06 six=2

1 six>3

Calcular :
a) P(X>2)
b) P(1<X<2)
c) P(X<2)

d) P(X=2)

Resolucion :
a) P(X>2)=1-P(X<2)=1-F(2)=1-0,6=0,4
b) P(L<X<2)=F(2)-F(1)=0,6-03=0,3
) P(X<2)=F(2)=0,

d) P(X=2)=F(2%-F(2)=06-0,3=03

EJEMPLO

Sea la funcion de distribucion de X, de tipo continuo :

0 si Xx<0
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F(x)= X9  si 0<x<3
1 si x>3
Calcular :
a) P(X>13)
b) P(X=2)
Resolucion:

a) P(X>1,3)=1-P(X<1,3)=1-F(1,3)=1-(13)%/9=0,812
b) P(X=2)=F(2*)-F(2)=F(2)-F(2)=0
T

por ser continua

1.5 FUNCION DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD DE MASA

Vamos a definir una funcion que nos especificara la probabilidad de los diversos
valores de la variable, cuando es discreta.

DEFINICION

Dada una v.a. X, de tipo discreto, se llama funcion de densidad de probabilidad
P(X) a una funcidn real, tal que cuando la v.a. X toma un determinado valor Xx;,
es igual a la probabilidad de que ocurra el suceso que viene asociado a dicho valor
xi de la variable. Es decir :

P(xi) = P(suceso al que representa X;, segunlav.a. X)

PROPIEDADES

10<P(X)<1 vV X
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2)ZP(x)=1 vV X
3)P(X1 < X <X2)= 2 P(x)

4) F(x1) = ZP(x)

EJEMPLO

Sea el experimento de lanzar dos dados, en el que nos interesa la diferencia
entre los resultados.

X = numero mayor - nimero menor
Su campo de definiciones {0, 1,2,3,4,5}

Por medio de la regla de Laplace podemos calcular la probabili-dad de cada
resultado :

P(X=0)=P(0)= 6/36
P(1)=10/36
P(2)=8/36
P(3)=6/36
P(4)=4/36

P(5)=2/36
Es funcion de probabilidad, pues cumple las dos condiciones fun-damentales :
- Todas las probabilidades estan entre 0 y 1

- Sumadas obtenemos el valor 1

La forma analitica de esta funcion sera :
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6/36 si x=0

P(x)=

12/36 - 2/36-x si 1< x <5

Su representacion grafica sera :

Por ejemplo :
P(2<X<4)=P(3)+P(4)=6/36+4/36 =10/36
\2

por la propiedad 3

1.6. FUNCION DE DENSIDAD

Cuando el experimento da lugar a una v.a. X continua, la variable da lugar a

una funcion de distribucién F(x) de tipo continuo, no exis-tiendo probabilidad para
un valor concreto de la variable.

La representacion de F(x) sera:
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La probabilidad de que la variable esté comprendida en el inter-valo [A, B] es
F(B)-F(A).

Si dividimos la probabilidad de que un valor de X esté en un intervalo, por la
longitud del intervalo, obtenemos la densidad media de probabilidad en dicho
intervalo, que sera: F(B)-F(A

B-A

DEFINICION

Se define la funcién de densidad en un punto x, como el limite de la densidad
media de probabilidad de un intervalo, cuando la longitud del intervalo tiende a
cero. Se representa por f(x) y sera:

f(xX) =lim E(x + Ax) - F(x) = F’(x)

AX
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Vemos pues que la funcion de densidad es la derivada de la fun-cion de

distribucion, f(x) =F’(x)

PROPIEDADES

1) La funcion de densidad es siempre positiva

Demostracion :

Como la variable es continua = la funcion de distribucion es siempre

creciente = su derivada (funcion de densidad o de cuantia) es positiva.

2) f(o0) = f(-o0) = 0

Veamoslo :

f(+o0) = lim F(+o0+ AX) - F(+0) = lim 1-1 =0
AX AX

f(-0) = lim F(-0+ AX) -F(-0) = 1im 0-0 =0

AX AX

3) La funcidn de distribucion es una primitiva de la funcion de den-sidad, ya que
f(x) = F’(x)
Por tanto :
Fx) = [* f(tyt
Demostracion :

J._Xoof(t)dt :[F(t) ] =F(X)'F(-OO ):F(X)-O:F(X)

4) Dada una v.a. X con funcion de densidad f(x), se cumple :
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[T reodx =1
Veamoslo :

[f(x)dx =F(+»)-F(-0)=1-0=1

EJEMPLO

Sea X una v.a. continua, cuya funcién de distribucién es :

0 para x<0
F(x)= x> para 0<x<1

1 para x>1
La funcion de densidad sera f(x) = F*(x) = 3x*, luego :
3x? 0<x<1
f(x) =

0 en el resto

Veamos que realmente es funcion de densidad :

j_+:3x2dx:j;3x2dx:[x3] =1-0=1

La representacion gréfica es :

La superficie entre la curva y el eje OX tiene valor 1.
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La probabilidad de que X pertenezca a cierto intervalo esta en la superficie
generada por la curva y el eje OX, y las verticales de los extremos del intervalo.

Por ejemplo, P(0.5 < x < 0.7) =[77 axdx =[x * | = (0.7)? - (0.5)°==0.343 -
0.125 = 0.218

EJEMPLO

Dada la funcion de cuantia P(X=i)=K i parai=1,2,3,...,20, hallar :
a) P(X =4)
b) P(B< X <10)

c) P(X? < 100)

Resolucion :

Calculamos K para que sea funcion de cuantia :

VX, ZPX)=1

YKi=z1l >KXi=1=>K1+20.20=1= 210K=1=>

2

Luego P(X=1i)=_i_
210

a)P(X=4)=_4_
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210

b)P(3<X <10)=P(X<10)-P(X<2)= 1 Yi- 1 Yi=
210 210

=_1.1+410.10-_1 .1+42.2 = _52

210 2 210 2 210

C) P(X*<100) =P(-10< X <10)=P(X<10)= 1 .Yi= 55
T 210 210

X220

1.7. ESPERANZA MATEMATICA

Tambien se le Ilama valor esperado de la distribucion. Es el valor central sobre
el que se concentra la distribucion de probabilidad. Es semejante a la media de una
distribucion de frecuencias.

Dada una v.a. X, definimos su esperanza como:
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2 Xi-P(xi) Vi sila v.a. es discreta
E(X)=
x - f(x) dx si la v.a. es continua

Sirve para saber las posibles ganancias o pérdidas en los juegos de azar. Se dice
gue un juego es justo cuando la esperanza es cero.

EJEMPLO.

Sea una v.a. discreta de valores X ={12,34 }, siendo su funcién de cuantia

P(x)=0.1-x . Obtener su esperanza.
4

E(X)=2_ xR (x)=3
i=1

EJEMPLO

Sea una v.a. continua X definida en el intervalo [2,4], cuya funcion de densidad

es f(x):% Hallar su media.

4 4.2
E(X)=x- f(x)dx=J'?dx=3.1
2 2

A partir de la esperanza de la v.a. X, se puede obtener su varianza:
Var(X)=E(X*)-[E(X) ]’

EJEMPLO

Calcular la esperanza y la varianza de una v.a. continua con funcion de
densidad :
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1 si x € (0, 1)

f(x)=

0 si x ¢ (0,1)

Solucion ;

E(X)= x-f(x)dx= _x_ dx=_1

E(X?)= x*-f(x)dx= x* dx= 1

Var (X)= E(X*)-[E(X)]*=_1 _ 1 ° = 4

5 3 45

2.- MODELOS DE PROBABILIDAD

INTRODUCCION

Si un conjunto dado de variables aleatorias (distribuciones) tienen sus funciones de
cuantia o de densidad con la misma estructura funcional matematica, diremos que

pertenecen a la misma familia de distribuciones o al mismo modelo de probabilidad.

La estructura matematica depende de 1 6 mas parametros, y se les llama pardmetros de

la distribucién.
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Para estudiar los tipos de modelos de distribucion utilizaremos el llamado proceso
experimental, que es el conjunto de caracteristicas que rigen la realizacion de un fendomeno
aleatorio. Un proceso quedara definido por una serie de caracteristicas o hipotesis. A partir
de estas caracteristicas, podremos estudiar y determinar la estructura matematica de una
distribucion.

2.1 DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE PROBABILIDAD

2.1.1 DISTRIBUCION DE BERNOUILLI

Experimento :

Realizar una prueba con Unicamente dos resultados posibles, A (éxito) y A
(fracaso).
Llamaremos p=P(A) vy g=1-p=P(A)
Variable :
X =n?2 de éxitos rgeX={0,1}

Se denota X — Be(p)

Se tiene :

pPL-p)'* x=0,1

f(x) =
0 en otro caso
0 si x<0

F(x) = 1-p si 0<x<1
1 si x >1
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E(X)=0-p+1qg=p

Var(X) =p-(1-p) =p-q

EJEMPLOS
Tirar una moneda (cara o cruz)
Aprobar o suspender un examen

Recibir o no una llamada

2.1.2 DISTRIBUCION BINOMIAL

Experimento :

n repeticiones independientes de un experimento Bernouilli; es decir,
experimentos con dos resultados posibles (éxito y fracaso) y probabilidades p =
P(éxito) y q = 1 — p = P(fracaso) . Dichas probabilidades se mantienen
constantes a lo largo de las n repeticiones.

Si hay extraccidn, debe realizarse con reemplazamiento.
Variable :
X =n? de éxitos en las n pruebas rg(X)={0, 1, 2, 3,....}

Sedenota X — Bi(n, p)

Se tiene :

P (L-p)™* si x=0,1,2,...,n
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f(x) =

0 en el resto

F)=X p*- g

E(X)=np

Var(X) = np(1-p) = npq

EJEMPLOS

Si tiramos una moneda 5 veces, calcular la probabilidad de obtener 3
caras.

Solucion:

Sea X =n° de caras, entonces X — Bi(5, 0.5) , y tenemos que hallar P(X
= 3)

P(X=3)= -(0.5°.(1-0.5)>*=0.03125

En una poblacion, el 35 % son democratas. Elegimos 15 per-sonas. ¢Cual
es la probabilidad de que entre ellas haya 10 demd-cratas? ¢Y de que el nimero
de demdcratas sea menor que 6? ;Y de que sean una cantidad menor o igual que
3?

Veamoslo:

Si X = n°de demdcratas, entonces X — Bi(15, 0.35), y nos piden calcular
P(X = 10), P(X < 6) y P(X <6)
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P(X = 10) = . (0.35)* - (0.65)°

P(X<6)=Y -(0.35)%. (0.65)"*

P(X<3)=Y - (0.35). (0.65)**

TEOREMA DE ADICION

Se dice que una distribucidn verifica el Teorema de Adicion para alguno de
sus parametros, 0 que es reproductiva, cuando dadas dos o mas variables
aleatorias independientes que sigan todas ellas una distribucion de ese tipo con
parametros iguales o distintos, la v.a. suma de todas ellas sigue también una
distribucion de ese tipo con parametros la suma de los parametros de cada una de
las variables originales.

En particular, la distribucion binomial verifica el Teorema de Adicién para
el parametro n, debiendo ser el pardmetro p de las variables originales el
mismo.

X1 — Bi(ng,p), Xo = Bi(nz,p),...., Xm — Bi(nm,p) independientes entre ellas =
2 Xi—>Bi(ng+n,+....+npm, p)

2.1.3 DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

Experimento :

n repeticiones no independientes de un experimento con dos resultados
posibles ( éxito y fracaso ) y probabilidades p = P(éxito) y q = P(fracaso) , que
no se mantienen constantes a lo largo del experimento . Equivale a un modelo de
urnas sin reemplazamiento (seria como una Bernouilli con probabilidades no
constantes)

Variable :
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X =n2 de éxitos en las n pruebas rg(X)={0,1,2,..}
Sedenota X — HG(N, n,p), siendo:
N = n° de elementos totales
n =n° de pruebas

p = P(éxito)

Se tiene :

f(x) = x=0,1,2, ..,n

F(x)=2

E(X)=n-p

Var(X) =npgN-n

N-1

EJEMPLO
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En una reunién hay 6 mujeresy 9 hombres. Se eligen al azar 4 personas.
Hallar las probabilidades de que entre estas haya 1° 2 mujeres, luego que el n° de
mujeres sea menor que 3, y por ultimo que haya como mucho una mujer.

Resolucion:

Sea X =n°de mujeres, entonces X — HG(15, 4, 0.4)

P(X=2)=
P(X<3)= X
PX<1) =%

2.1.4 DISTRIBUCION DE POISSON

Experimento :

Observar un cierto fendmeno fisico de naturaleza aleatoria durante un cierto
periodo de tiempo o una region del espacio, con las siguientes caracteristicas :

a) el n° de ocurrencias en dos intervalos disjuntos es
independiente

b) la probabilidad de que haya una ocurrencia en un intervalo
pequerfio es proporcional a la longitud del intervalo

C) la probabilidad de que haya dos 0 mas ocurrencias en un

intervalo pequefio debe ser de menor orden que la probabilidad de que
haya s6lo una ocurrencia
Variable :

X = n2 de ocurrencias en un intervalo de tiempo en un intervalo de tiempo 0 espacio

rg(X)={0,1, 2,3, ...}

Sedenota X — Po(A)
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El pardmetro A que distingue una distribucion de otra suele
ser una especie de “intensidad”, y se corresponde con la media de
la distribucion.

Se tiene :

e S x=0,1,2, ...

x!
f(x) =

0 en otro caso

F(x) =Y e™ -Af
x!

E(X) =4

Var(X) = A
EJEMPLOS
Supongamos que la v.a. X = “n° de accidentes en una carre-
tera en un mes “ sigue una distribucion Poisson de parametro 6,
X — Po(6). ¢Cuél es la probabilidad de que en un mes hayan me-
nos de 4 accidentes?
Nos piden P(X <4) =3 ¢®. 6"

X!
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Sea Y =“n°de llamadas en una centralitaen 5 minutos” . Si

se reciben 20 Ilamadas en 10 minutos, calcular como se distribuye
lav.a. Y.Obtener P(Y =6) y P2<Y<7)

TEOREMA DE ADICION

La distribucion de Poisson verifica el Teorema de Adicion para el
parametro A.

X1 — Po(r1), Xo > Po(Ap), ...., Xm — Po(Am) , independientes entre ellas
=2 Xi—>Po(h + A+ ... + Ap)

APROXIMACION DE LA POISSON POR LA BINOMIAL

Si X tiene una distribucién binomial con n grandey p pequefio (n —
p — 0), X se puede aproximar por una distribucion de Poisson de parametro A
= np. Para que sea buena la aproximacion , np < 5. Utilizaremos la aproximacion
cuando el valor n no esté en tablas y el valor de p sea pequefio.

2.2 DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE PROBABILIDAD

2.2. 1 DISTRIBUCION UNIFORME

Experimento :

Cualquier experimento cuyo resultado sea un n° en el inter-valo [a, b] de
manera que cualquiera de los infinitos puntos del intervalo tenga la misma
probabilidad de ser elegido. Es decir, la probabilidad estd uniformemente
repartida por todo el intervalo.

Variable :

X =valor obtenido rg(X) = [a, b]
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Sedenota X — U(a, b)

Se tiene :

1 si a<x<b

f(x) =

0 en otro caso

F(x) = 1 dx

E(X)=b+a

Var(X) = (b—-a)®
12

EJEMPLO

Supongamos que la concentracion de un cierto contami- nante se
encuentra distribuida U(4, 20). Si se considera como toxica una concentracion
de 16 0 mas, ¢cudl es la probabilidad de que una muestra de concentracion de
ese contaminante sea toxica?

Segun los datos :
1 4<x<20

20-4

f(x) =
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0 en el resto

Veremos la resolucién de dos maneras :

12 forma :

SN

Fx)= 1 dx=x-

16 16

P(X>16)=1-P(X<16)=1-F(16)=1- 16-4 =0.25

16

22 forma :

P(X>16)= 1 dx= 20-16 = 0.25

16 16

2.2.2 DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Experimento :

Proceso experimental con las mismas caracteristicas que estudidbamos al
definir el modelo de Poisson.

Variable :

X = “tiempo de espera hasta que se produce el primer fendmeno”,o0
“tiempo de espera entre dos fendmenos consecutivos”

rg(X) = [0, +oof Se denota X — EX(B)

Se tiene :
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f(x) = p-eP x>0

FX)=P(X<x)= Pp-ePdx=1-eP

EX)=1
p
Var(X) = _1_

BZ

FUNCION DE SUPERVIVENCIA

Si el significado de la v.a. es “tiempo que transcurre hasta que se produce
el primer fallo”, entonces F(x) = 1 —e™ calculara la probabilidad de que el fallo
ocurra antes o en el instante x .

Si consideramos la funcién S(x) = 1 — F(x) = P(X > x) = e (funci6n de
supervivencia) sera la probabilidad de que el fallo transcurra después del tiempo
X, por tanto, serd la probabilidad de que el elemento considerado “sobreviva” al
tiempo X.

PROPIEDAD

La distribucion exponencial no tiene memoria

P(X>s+t /| X>s) = P(X >s+t) =P(X >1)
P(X >5)

EJEMPLO
Sea X una v.a. Ex(5). Calcular P(X =5.5)

P(X=55)=5.¢°°°
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2.2.3DISTRIBUCION NORMAL . TEOREMA CENTRAL DEL
LIMITE .

La distribucion normal es la mas importante de todas las distribuciones de
probabilidad. Hay tres razones principales :

a) por sus propiedades matematicas. En la parte de Inferencia, podremos
conocer y trabajar con la distribucion de los estimadores si vienen de una
poblacion normal .

b) por su aplicacion. Un gran numero de fendmenos reales se pueden
modelizar con esta distribucion (como la distribucién de alturas y pesos
de una poblacion homogénea de personas)

c) por el Teorema Central del Limite. La distribucion normal sirve para
aproximar la suma y la media de cualquier otro tipo de distribuciones.

DEFINICION
Una v.a. X tiene una distribucién normal con pardmetros py o, (-0 <

u <+, 6”>0),si X tiene una distribucién continua cuya funcién de densidad
es:

fx)= 1 el VxeR

2
21C

Se denota X — N(u, ¢, y se tiene :

F(x)= 1 e 1w VxeR
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E(X) = n

Var(X) = ¢°

La representacion grafica de la funcion de densidad es simétrica respecto
a la media p y la media es también moda y mediana de la distribucion. Tiene

forma de campana; la densidad decrece a ambos lados de p mé&s 0 menos rapido

segun el valor de &°.

TEOREMA (de las transformaciones lineales)

Sea X - N(u, 6°), ysea Y =a X +b, siendo ay b constantes. Entonces
Y—> N(ap+b, a’c?

COROLARIO
Sea X — N(, 0% ,entonces lanuevav.a. Z = X - u — N(0,1)

(&)

DISTRIBUCION NORMAL _TIPIFICADA

La distribucion normal con media O vy varianza 1 se denomina
distribucion normal tipificada, Z — N(0,1). La funcion de distribucién de esta
v.a. se denota por @, con ®(z) = P(Z < z), y se utiliza para el calculo de
probabilidades con tablas, pues las probabilidades acumuladas para la v.a. Z
estan tabuladas.

Por ser la distribucidn simétrica se cumple :
PZ<2)=P(Z>-2)=1-P(Z<-2)

Asi, ®(-2) =1-d(2)
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EJEMPLO

Sea Z—> N(0,1). Calcular : P(Z<2), P(Z>15), P(1£z<21),
P(Z <-0.65)

P(Z<2)=®(2)=0.9773
P(Z>15)=1-P(Z<15)=1-®(15)=1-0.9332 = 0.0668

P(l<Z<21) =P(Z<21)-P(Z<1)=d(2.1) - d(1) = 0.9821 - 0.8413
=0.1408

P(Z < -0.65) = ®(-0.65) = 1 - ®(0.65) = 1 - 0.7422 = 0.2578

EJEMPLO

Sea X — N(10,25). Calcular: P(X>15), P(X<12), y PA0< X<
16)

Primero hay que tipificar la v. a. X. Es decir, convertirla en una v.a. de
media 0 y varianza 1.

P(X>15)=1-P(X<15)=1-P X-10 < 15-10

25 25
Ahora Z=X-10 — N(0,1) , y por tanto, la probabilidad

25 anterior se puede
escribir 1-P(Z<1)=1-®d(1)=1-0.8413= =0.1587

Analogamente se obtiene :
P(X <12)=0.6554

P(10 < X < 16) = 0.3849

TEOREMA DE ADICION

Sean Xi, Xy, ....., Xp n v.a.‘s independientes, tales que cada una de ellas
se distribuye X; — N(u;, oi°) . Entonces :
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Xy + Xo+ oot Xy o> N(ug + p2 + oo + i, 0124057 + ... +002)

COROLARIO

Sean Xi, Xa, ....., Xy n v.a.‘s independientes, tales que cada una de ellas
se distribuye X; — N(ui, 6i°) . Consideramos ay, a,
menos algun a; # 0.

...... , an, b constantes con al

Entonceslav.a. Y =a; X; +a; Xo+ ... +ap X, + b se distribuye N(py,
oy ?) , donde los parametros son :

TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

Sean Xj, Xz, ... , Xp n va's independientes y con la misma
distribucién de media p y varianza o, entonces para x fijo se tiene :

Interpretacion :

Si se selecciona una muestra aleatoria grande de cualquier distribucion
con media p y varianza o, independientemente de si la distribucion es discreta

0 continua, entonces la distribucion de la v.a. sera aproximadamente una
normal tipificada.

Esto equivale a que :
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a) X, tiene aproximadamente una distribucion N(u, o®)

b) X1+ Xo+ ... + X, se distribuye aproximadamente como N(n , n o*

Por consiguiente, podemos aproximar las distribuciones discretas
Binomial y Poisson a una normal de la siguiente manera :

Si X — Bi(n, p) con n — «, p alrededor de 0.5, entonces X -np —
N(0,1)

Si Y > Po(A) con A — o entonces Y -1 — N(0,1)
A

En ambos casos se puede aplicar para valores de n y A que no estén en
las tablas correspondientes.

La teoria de los procesos estocasticos se centra en el estudio y modelizacion de sistemas
gue evolucionan a lo largo del tiempo, o del espacio, de acuerdo a unas leyes no
deterministicas, esto es, de caracter aleatorio.

La forma habitual de describir la evolucion del sistema es mediante sucesiones o
colecciones de variables aleatorias. De esta manera, se puede estudiar como evoluciona una
variable aleatoria a lo largo del tiempo. Por ejemplo, el nimero de personas que espera ante
una ventanilla de un banco en un instante t de tiempo; el precio de las acciones de una
empresa a lo largo de un afio.

La primera idea basica es identificar un proceso estocastico con una sucesion de variable
aleatoria {X,, n € N} donde el subindice indica el instante de tiempo (0 espacio)
correspondiente.

Esta idea inicial se puede generalizar facilmente, permitiendo que los instantes de tiempo
en los que se definen las variables aleatorias sean continuos. Asi, se podra hablar de una
coleccién o familia de variables aleatorias {X;, t € R}, que da una idea méas exacta de lo
que es un proceso estocastico.
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Se tenia que una v.a. X(s) es una funcion que va desde un espacio muestral S a la recta real,
de manera que a cada punto s & S del espacio muestral se le puede asociar un namero de
la recta real.

De este modo, la probabilidad de cada suceso de S se puede trasladar a la probabilidad de
que un valor de X (v.a.) caiga en un cierto intervalo o conjunto de nameros reales. Si a todo
esto se le afiade una dimension temporal, se obtiene un proceso estocastico.

En general trabajamos con procesos estocasticos en cualquier caso en que intentamos
ajustar un modelo tedrico que nos permita hacer predicciones sobre el comportamiento
futuro de un proceso. Un ejemplo particularmente importante lo proporcionan las
denominadas “Series de Tiempo” o “Series Temporales”, que registran observaciones de
determinado proceso en funcion del tiempo.

Procesos Aleatorios 0 Estocasticos

Definicion 1: se denomina proceso aleatorio o estocastico a toda variable que evoluciona

a lo largo del tiempo de forma total o parcialmente aleatoria. Un ejemplo, es la temperatura

en Madrid, aumenta durante el dia y baja durante la noche; aumenta en el verano y

desciende mucho en invierno (“nueve meses de invierno y tres de infierno”, que se dice del

clima castellano); su variacion es parcialmente deterministica y parcialmente aleatoria.
MDGTI:,-' Maxirmum {red) and Minirmum (blue} Tempemturesm

35 o]
301 30
254 25
204 il
151 F13
10 F10

6 4 -5
01 o
-5 F—5

MAR APR MAY  JUN  JUL slE SEP OCT  WOY  DEZ  JWH FEB
2007 2008

Figura 2.1: Temperaturas maximas y minimas en Madrid

Definicion 2: es toda experiencia que genere una secuencia de valores modelizables como
variables aleatorias. Cada experiencia individual tiene un posicionamiento, o sea un orden
en la experiencia global.

Definicion 3: el conjunto de funciones temporales que resultan de un experimento
particular, es decir, cada vez que se realiza el experimento, se produce como salida una
determinada sefial. La aleatoriedad radica en saber cual de todas las funciones saldra.
Ademas, en cada instante de tiempo tx, se puede definir una variable aleatoria que podria
Ilamarse xtx. Queda claro que la diferencia fundamental entre una variable aleatoria y un
proceso aleatorio es la dependencia con la variable tiempo.
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Figura 2.2: Procesos Estocasticos
Ejemplo: suponga un proceso estocastico definido como x(t)=at donde a esta
uniformemente distribuida entre 0 y 1. Cada vez que se realiza el experimento, la salida es
una recta de pendiente diferente. Para un tiempo dado, digamos t=to, se tendré una v.a xty=
atp, que puede tomar valores entre 0 y t,. Una forma de caracterizar el proceso x(t) es a
través de la definicion de una funcion conjunta de infinitas variables aleatoria
correspondientes a tiempos distintos ty.

Definicion 4: un proceso estocastico es una coleccion de variables aleatorias {Xt:t & T}
parametrizada por un conjunto T Ilamado espacio parametral y con valores en un conjunto
S llamado espacio de estados (conjunto de posibles valores que pueden tomar las variables

aleatorias {Xi}t <r).

Espacio Melwr)

de estados 4N]
J“/ VM
M

'_:J

L
Ezpacio
[HACAITEL ral
Figura 2.3: Proceso Estocéstico
Nota: en general, se piensa en el subindice t como el indicativo del tiempo y en X;como el
estado o posicidn del proceso estocastico en el instante t.

Tipos de Procesos Aleatorios

Los procesos aleatorios son clasificados de acuerdo a las caracteristicas de t y de la variable
aleatoria X(t) en el instante t. Si t tiene un rango de valores continuo dentro de uno o varios
intervalos en la recta real R1, entonces X(t) es llamado un proceso aleatorio de tiempo
continuo. Si t puede tomar una cantidad finita, o infinita numerable, de valores, entonces
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X(t) es llamado un proceso aleatorio de tiempo discreto, 0 una secuencia aleatoria.
Generalmente se denota a las secuencias aleatorias por X(n), donde n representa a t;.

X(t) 6 X(n) es un proceso (0 secuencia) con estados o valores discretos si los valores que
puede tomar son finitos (o infinito numerable). Si no, es un proceso (o secuencia) aleatorio
con continuidad de valores o estados (no hay saltos). Notar que continuo o discreto se
refiere a las caracteristicas de la amplitud de X(t), y proceso y secuencia a las
caracteristicas de t.

Otro atributo que es usado para clasificar a los procesos aleatorios es la dependencia de la
estructura probabilistica de X(t) con t. Si cierta distribucién de probabilidad o promedio no
depende de t, entonces el proceso se denomina estacionario. Si no, es llamado no
estacionario.

Asi, los procesos estocasticos se clasifican en:
» Continuo de variable continua: el crecimiento de las personas.

Altura

Funcion densidad de
- las personas de 15 anos

0 5 10 15 20 Tiempo (afios)

» Continuo de variable discreta: situacion de encendido o apagado de una ld&mpara.

Encendida | Funcién de probabilidad de
la situacion de la lampara

il l R T 5 “”Tiemp{:l [horas)
* Discreto de variable continua: temperatura maxima de cada dia.

Temperatura (°C) Funcion densidad de la
l . : temperatura maxima del dia 6
10
)] ' .
VB
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« Discreto de variable discreta: cantidad de pasajeros en cada 6mnibus (autobus) que llega.

Cantidad de
pasajeros Funcion de probabilidad de
- — la cantidad maxima de
- pasajeros en el omnibus
L8+ ~n*5

16 <
00 1 2 3 4 5 6 7 & N2omnibus
Los procesos estocasticos también se pueden clasificar dependiendo de si T (conjunto

paramétrico) es un conjunto numerable o continuo, y de si E (conjunto de estados) es otro
conjunto numerable o continuo. Asi:

E "x. T Discreto Continuo
Discreto Cadena Proc. Puntual
Continuo | Suc. de v.a. | Proc. Continuo

Ejemplos:
(i) Cadena: supongamos un sistema hidraulico con una valvula de seguridad que se revisa

diariamente. Esta valvula presenta tres posibles estados: correcto, incorrecto y deteriorado.
De este modo se puede definir el proceso como X, = Estado en el que se encuentra la
valvula en el dia n.

(ii) Proceso Puntual: un autobus escolar tiene capacidad para k personas. Si en una parada
hay k 0 menos personas esperando, entonces todas subiran al autobds. Si no es asi, subiran
las k primeras quedando el resto de personas en espera. Se define, entonces, Xt = niimero
de personas esperando en la parada en un instante de tiempo t. Se pueden plantear asuntos
como minimizar el tiempo medio de espera, o reducir el nimero de personas esperando.

(iii) Sucesion de v.a: una empresa petrolifera debe decidir cuanto petréleo extrae al mes
para maximizar los beneficios. Se define, entonces, X, = Cantidad de petrdleo a extraer en
el mes n. Esto es un ejemplo particular de la llamada Teoria de Inventarios, donde se
estudia la distribucion de la demanda, por ejemplo.

(iv) Proceso Continuo: en la ventanilla de un banco se contabiliza el tiempo de espera de un
cliente que llega en un instante t. Se puede definir X; = Tiempo de espera de un cliente que
llega en el instante t. Esto esta relacionado con la Teoria de Colas. Interesa, por ejemplo,
minimizar el tiempo de espera o estudiar la distribucion de X;.

Tipos de Procesos Estocasticos
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Los diferentes tipos de procesos estocasticos se obtienen al considerar las distintas
posibilidades para: el espacio parametral, el espacio de estados, las caracteristicas de las
trayectorias, y principalmente las relaciones de dependencia entre las variables aleatorias
gue conforman el proceso. Estos son procesos que cumplen una cierta propiedad particular,
no necesariamente excluyentes unas de otras. Los siguientes son algunos ejemplos
generales de procesos estocasticos.

1.- Proceso de ensayos independientes: el proceso a tiempo discreto {X,: n=0, 1, . .}
puede estar constituido por variables aleatorias independientes. Este modelo corresponde al
experimento de realizar una sucesién de ensayos independientes de un mismo experimento
aleatorio, por ejemplo, lanzar un dado o una moneda repetidas veces. El resultado u
observacién del proceso en un momento cualquiera es, por lo tanto, independiente de
cualquier otra observacion pasada o futura del proceso.

2.- Procesos de Markov: estos son modelos en donde, suponiendo conocido el estado
presente del sistema, los estados anteriores no tienen influencia en los estados futuros del
sistema. Esta condicion se llama propiedad de Markov y puede expresarse de la siguiente
forma: para cualesquiera estados Xo , X1, . . ., Xn—1 (pasado), x, (presente), Xn+1 (futuro), se
cumple la igualdad:
P(Xn+1:Xn+1|X0:Xo,...,Xn:Xn):P(Xn+1:Xn+1|Xn:Xn)

De esta forma la probabilidad del evento futuro (X, = X,) solo depende el evento (X,-; =
Xn-1), Mientras que la informacién dada por el evento (Xo = Xo, . . ., Xp2 = Xp2) €S
irrelevante. Los procesos de Markov han sido estudiados extensamente y existe un gran
namero de sistemas que surgen en muy diversas disciplinas del conocimiento para los
cuales el modelo de proceso estocastico y la propiedad de Markov son razonables. En
particular, los sistemas dinamicos deterministas dados por una ecuacion diferencial pueden
considerarse procesos de Markov pues su evolucion futura queda determinada por la
posicion inicial del sistema y una ley de movimiento especificada.

3.- Procesos con incrementos independientes: se dice que un proceso {X; : t> 0} tiene
incrementos independientes si para cualesquiera tiempos 0<t; <t <. - - <t,, las variables
X, Xep— Xy -« ., Xin — Xin—1 SON independientes.

4.- Procesos estacionarios: se dice que un proceso {X; : t> 0} es estacionario (en el
sentido estricto) si para cualesquiera tiempos ty , . . ., t,, la distribucién del vector (X, .,
Xn) €s la misma que la del vector (X +n, . . ., Xin +h ) para cualquier valor de h > 0. En
particular, la distribucion de X;es la misma que la de X, para cualquier h > 0, y entonces
esta distribucion es la misma para cualquier valor de t.

5.- Procesos con incrementos estacionarios: se dice que un proceso {X; : t> 0} tiene
incrementos estacionarios si para cualesquiera tiempos s < t, y para cualquier h > 0, las
variables Xun — Xsin Y Xt — Xs tienen la misma distribucién de probabilidad. Es decir, el
incremento que sufre el proceso entre los tiempos s y t solo depende de estos tiempos a
través de la diferenciat — s, y no de los valores especificos de s y t.
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Nota: investigar Martingala, proceso de Lévy y procesos Gausianos.

Proceso de Bernoulli (proceso bernoulliano de ensayos independientes)
La distribucién de bernoulli se refiere a un experimento aleatorio discreto que solo puede
tomar dos valores, 0 6 1 y mas comunmente éxito o fracaso para el cual la probabilidad p
del resultado éxito ¢ 1 es conocida.
P(1) = P(exito) = p
P(0) =P(fracaso)=1-p=q
Distribucion de probabilidad es:
p(x) = p*(1-p)"* parax =0, 1

Existen cantidad de fendmenos aleatorios que obedecen a este modelo:

e El lanzamiento de una moneda; cara o sello.

e El nacimiento de un nifio: varén o hembra.

e Cursar la materia procesos estocasticos: se aprueba o se reprueba.
La repeticion de estos experimentos Bernoullianos, como por ejemplo el lanzamiento de
una moneda mas de una vez, o la observacion del sexo de varios hijos de una misma pareja,
etc, es llamado proceso Bernoulliano de ensayos independientes.

Caminata Aleatoria (recorrido aleatorio de estado discreto y tiempo discreto)

Una caminata aleatoria simple sobre el conjunto de ndmeros enteros Z es un proceso
estocastico a tiempo discreto {Xt : t =0, 1, . . .} que evoluciona como se muestra en la
figura. Es decir, iniciando en el estado 0O, al siguiente tiempo el proceso puede pasar al
estado +1 con probabilidad p, o al estado —1 con probabilidad g, en donde p+q = 1. Se usa
la misma regla para los siguientes tiempos, es decir, pasa al estado de la derecha con
probabilidad p, o al estado de la izquierda con probabilidad g. El valor de X, es el estado
del proceso al tiempo n. Este proceso cambia de un estado a otro en dos tiempos
consecutivos de acuerdo a las probabilidades de transicion que se muestran en la figura,
validas para cualquier t > 0, y para cualesquiera enteros i y j.

p sijpi+1
=)= q sij=i-1
0 en otro caso

L) o

Figura 2.4. Caminata Aleatoria

Dado que estas probabilidades no dependen de n, se dice que son homogéneas en el tiempo,
es decir, son las mismas para cualquier valor de n. A partir de estas consideraciones, es
intuitivamente claro que este proceso cumple la propiedad de Markov, es decir, el estado
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futuro del proceso depende Unicamente del estado presente y no de los estados previamente
visitados. Una posible trayectoria de este proceso se muestra en la figura 5.

Figura 2.5. Trayectoria del proceso. Propiedad de Markov

Una caminata aleatoria puede también definirse de la forma siguiente: Sea &;, &, . una
sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tales que
P =+1) =pyP(E=-1) =q, en donde, como antes, p + g = 1. Entonces parat> 1 se
define:

Xo= Xo+ &+ - - + &,

Este es uno de los ejemplos més simples de un proceso estocastico. En este caso X, es una
variable aleatoria que comienza con un valor conocido X,y a lo largo de los periodos n =
1,2,3,...va variando a razon de saltos unitarios hacia arriba o hacia abajo con una
probabilidad asociada del 50% en cada caso.

Proposicion

Para cualquier enteron> 1,
1. E(Xn) =n(p — q).

2. Var (Xp) =4npq.

Demostracién

LE(G) = 2t E()=NEQ) =n(p—0).
2. Como E (£2) = p+q = 1y E(&) = p—q, se tiene que Var(&) = 1-(p—q)° = 4pa.

Por lo tanto Var (X,) = le Var (&) = nVar(&) = 4npq.

Si p > q, es decir, si la caminata toma pasos a la derecha con mayor probabilidad, entonces
el estado promedio después de n pasos es un nimero positivo, es decir, su comportamiento
promedio es tender hacia la derecha, lo cual es intuitivamente claro. Analogamente, si p <
g, entonces el estado final promedio de la caminata después de n pasos es un ndmero
negativo, es decir, en promedio la caminata tiende a moverse hacia la izquierda. En ambos
casos la varianza crece conforme el nimero de pasos n crece, eso indica que mientras
mayor es el nimero de pasos que se dan, mayor es la incertidumbre acerca de la posicion

Juan de Dios Sanchez Lépez Pagina 157



Sefales y Sistemas Ingeniero en Electroénica | 2016
FIAD

final del proceso. Cuando p # g se dice que la caminata es asimétrica. Cuando p = q = 1/2
se dice que la caminata es simétrica, y en promedio el proceso se queda en su estado inicial
pues E(X;) = 0, sin embargo para tal valor de p la varianza es Var(Xn) = n.

Probabilidades de transicion

Como hemos supuesto que la caminata inicia en cero, es intuitivamente claro que después
de dar un numero par de pasos la cadena s6lo puede terminar en una posicion par, y si se
efectdan un ndmero impar de pasos la posicion final sélo puede ser un ndmero impar.
Ademas, es claro que después de efectuar n pasos, la caminata s6lo puede llegar a una
distancia maxima de n unidades, a la izquierda o a la derecha. Teniendo esto en mente, en
el siguiente resultado se presenta la distribucion de X,.

Proposicion
Para cualesquiera nimeros enteros x y n tales que—n < x <n, y siendo x y n ambos pares o
ambos impares,

P(X,=2|Xo=0) = (

}H—'[rl—xj q—: [m—ax) X

)
%{n =

Probabilidad de regreso a la posicién de origen

Se plantea ahora el problema de encontrar la probabilidad de que una caminata aleatoria
que inicia en el origen, regrese eventualmente al punto de partida. Para el caso asimétrico, p
#1/2, la probabilidad de tal evento es menor que uno, es decir, no es seguro que ello ocurra,
pero en el caso simétrico, p= 1/2, se cumple que con probabilidad uno la caminata regresa
eventualmente al origen.

Proposicion
Para una caminata aleatoria sobre Z, la probabilidad de un eventual regreso al punto de

partida es
1 sip=q,
1—|p—f;|—{{l sip#q.

Es decir, solo en el caso simétrico, p = g, se tiene la certeza de un eventual retorno, sin
embargo el tiempo promedio de regreso en tal caso es infinito.

Puede considerarse también el caso de una caminata en donde sea posible permanecer en el
mismo estado después de una unidad de tiempo. Esta situacion se ilustra en la figura (a), en
donde p, q y r son probabilidades tales que p + q + r = 1. También pueden considerarse
caminatas aleatorias en Z? como la que se muestra en la figura (b), en donde p + q + r +s =
1, 0 mas generalmente en Z" o cualquier otro conjunto reticulado.

. -
o J i L ™
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Figura 2.6. Caminatas Aleatorias: mismo estado y en Z*
El problema del Jugador
Este problema es un ejemplo particular de una caminata aleatoria puesta en el contexto de
un juego de apuestas.

Planteamiento del Problema

Suponga que un jugador A apuesta sucesivamente una unidad monetaria a un jugador B.
Inicialmente el jugador A tiene k unidades, y B tiene N — k unidades, es decir, el capital
conjunto entre los dos jugadores es de N unidades monetarias. En cada apuesta el jugador A
tiene probabilidad de ganar p, y probabilidad de perder q = 1—p, se asume ademas que no
hay empates.

Sea X, la fortuna del jugador A al tiempo n. Entonces {X,: n =0, 1, . } es una caminata
aleatoria que inicia en el estado k y eventualmente puede terminar en el estado O cuando el
jugador A ha perdido todo su capital, o bien puede terminar en el estado N que corresponde
a la situacion en donde el jugador A ha ganado todo el capital. Este proceso es entonces una
caminata aleatoria sobre el conjunto {0,1, . . . ,N}, en donde los estados O y N son
absorbentes, pues una vez que la cadena llega a alguno de ellos, jaméas lo abandona. Una
posible trayectoria cuando la caminata se absorbe en el estado 0 se muestra en la figura.

Una de las preguntas que resolveremos para esta caminata es la siguiente: ¢Cual es la
probabilidad de que eventualmente el jugador A se arruine? Es decir, ¢(Cual es la
probabilidad de que la caminata se absorba en el estado 0 y no en el estado N, u oscile entre
estos dos estados? Este problema se conoce como el problema de la ruina del jugador.
Usando probabilidad condicional es posible transformar este problema en resolver una
ecuacion en diferencias.

Solucion al problema
Sea t es el primer momento en el que la caminata visita alguno de los dos estados

absorbentes, es decir, t=min { n>0:Xn=006 Xn =N} . Puede demostrarse que esta
variable aleatoria is finita casi seguramente. La pregunta planteada se traduce en encontrar
la probabilidad

Por el teorema de probabilidad total se obtiene la ecuacion en diferencias:

uk = puk+1 +quk71 (l)

valida parak =1, 2, ... ,N — 1. La interpretacion intuitiva de esta identidad es sencilla: A
partir del estado k se busca la probabilidad de ruina analizando lo que sucede en la
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siguiente apuesta. Se tienen dos casos. El jugador gana con probabilidad p y ahora se busca
la probabilidad de ruina a partir del estado k +1, o bien el jugador pierde con probabilidad g
y se busca la probabilidad de ruina ahora a partir del estado k—1. Las condiciones de
frontera son up = 1 y uy = 0. Esta ecuacién es una ecuacion en diferencias, lineal, de
segundo orden y homogénea. Puede encontrarse su solucion de la siguiente forma:
multiplicando el lado izquierdo de (1) por (p + q) y agrupando términos se llega a la
expresion equivalente

Uper — U = (@)U, —Uy) (2)

Resolviendo iterativamente, las primeras k — 1 ecuaciones se escriben de la forma
siguiente:

us—up = lg/p)lu — 1)

Uy — s = (g/p)*(u —1)
Up —Up_y = If_ul.-'ljl}j#_l g — 1)

Hemos usado aqui la condicién de frontera up = 1. Conviene ahora definir Sy =1 + (g/p) + -
- -+ (g/p)k pues al sumar las k— 1 ecuaciones anteriores se obtiene uyx —uy = (Sk-1 — 1) (w1
—1). O bien

up =14+ 5.1 (up — J_j (3)
De manera analoga, ahora sumando todas las ecuaciones de (2) se obtiene uy =1 + Sy —1
(up — 1). Usando la segunda condicion de frontera uy =0 se llegaau; — 1 =-1/Sy —1.

Substituyendo en (3) y simplificando se llega a la solucion

bo J R
Uy = 1 — 'I'JI'\' |

Es necesario ahora distinguir los siguientes dos casos:

k41 sip =4,
o ek ks
Se =1+ (g/p)+---+ (g/p) % Sip£a
Por lo tanto,
(N — k)/N siop=1/2,
W= -, @

1 —(gq/p)™
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En la figura 2.7 se muestra la gréfica de la probabilidad ux como funcion del parametro k
para varios valores de p y con N = 50. En el caso simétrico la solucién es la linea recta que
une la probabilidad uno con la probabilidad cero. Naturalmente la probabilidad de ruina
decrece cuando el capital inicial k aumenta.

— e = 0001

....... ﬂ:”.f

) ....ﬂ:”.-'iﬁ

= (LG5 o

k] ”h:r \ \ - p =100
J'J: o

B =011 : \
— i

1 W an 40 1]

Figura 2.7. Gréfica de probabilidad uy

Analisis de la solucién

Es importante analizar la formula (4). Para el caso simétrico p = 1/2, es decir, cuando el
juego es justo, la probabilidad de ruina es muy cercana a 1 cuando k es muy pequefio
comparado con N. Esto sugiere que no conviene jugar esta serie de apuestas contra
adversarios demasiado ricos, a n cuando el juego sea justo. Es también un tanto inesperado
observar que la probabilidad ux es muy sensible a los valores de p cercanos a 1/2. Esto
puede apreciarse en la figura 2.8. Cuando p es distante de 1/2 la probabilidad uy es casi
constante, pero para valores de p cercanos a % la probabilidad cambia rapidamente de un
extremo a otro. Estas graficas fueron elaborados tomando N = 50.

Wi Wi Tk

b

0.5 1 0.5 1

Figura 2.8. Variando N
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