Universidad Auténoma de Baja California

Facultad de Ingenieria, Arquitectura y Diseno

Circuitos Eléctricos

Apuntes del Curso

Carrera: Ingenieria Electrénica

40. Semestre

Rosa Martha Lopez Gutiérrez
Miguel Enrique Martinez Rosas
Manuel Moisés Miranda Velasco

Carlos Gomez Agis

Ensenada, Baja California, Enero de 2016.



Indice general

. Repaso de Numeros complejos

1.1. Introduccidn . . . . . . . .. oL

1.2. Descripcién de Numeros complejos . . . . . . . . ... oL oo
1.2.1. Operaciones con nimeros complejos . . . . . . . . . ... ...

1.3. Fasores y Ecuaciones Diferenciales ordinarias . . . . .. ... ... ... ... ....

1.4. Aplicacién del método de fasores para resolver ecuaciones diferenciales . . . . . . . .

1.5. Solucién mediante fasores de sistemas de ecuaciones integro-diferenciales simultaneas.

. Respuesta en Frecuencia y Filtros Pasivos

2.1. Diagramasde Bode. . . . . . . . . ...
2.1.1. Cero Simple. . . . . . . e
2.1.2. Polo Simple. . . . . . . .
2.1.3. Comportamiento de un polo o un cero en el origen. . . . . . . .. ... .. ..
2.1.4. Constante multiplicativa K . . . . . .. . .. ... . o
2.1.5. Filtro pasa-bajas . . . . . . . .. e
2.1.6. Filtro pasa-altas . . . . . . . . .. e

2.2. Equivalencia de redes en paralelo y en serie para una frecuencia especifica. . . . . . .

2.3. Escalamiento. . . . . . . ...

. Resonancia

3.1. Introduccidn. . . . . . . . ... e
3.2. Resonancia. . . . . . . . .. L
3.3. Resonancia en paralelo. . . . . . . .. ...
3.4. Factor de calidad Q. . . . . . . . . . . . e
3.4.1. Relacién entre los parametros de respuesta natural y el factor Q. . . . . . . .
3.4.2. Interpretaciéon de Qg en términos de la localizacién de los polos y ceros de la
admitancia Y (s) del circuito RLC en paralelo. . . . ... ... .. ......

3.5. Frecuencias de mitad de potencia y ancho de banda de un circuito resonante.
3.5.1. Aproximaciones de Y (s) para @ alta. . . . . .. .. ... ... ... ...
3.6. Resonancia en Serie . . . . . . . . L

. Redes Generales de dos Puertos o Bipuertos

4.1. Reddeun puerto . . . . . . . . . e e

4.2. Teorema de la reciprocidad: . . . . . . . . ... L
4.2.1. Teorema de reciprocidad en su forma dual: . . . ... .. ... ... .....

4.3. Pardametros de admitancia Y . . . . . ... Lo

4.4. Parametros de impedancia . . . . . . . . ...

39
39
39
39
42
43

44
45
46
48



4.5.
4.6.
4.7.
4.8.
4.9.

Pardametros hibridos . . . . . . . ..o L
Pardametros de transmisién . . . . . . . ..o Lo
Redes equivalentes . . . . . . . ..
Conexiones en paralelo de redes de 2 puertos . . . . . . .. ... .. .. ... ....
Conexién en serie de redes de 2 puertos . . . . . . . . . .. ...

4.10.Red de 2 puertos en cascada . . . . . . . .. ..o

5.1
5.2
5.3.
5.4.
9.5.

. Circuitos Polifasicos.

Potencia instantanea. . . . . . . . . . ... e
Potencia Compleja. . . . . . . . . . e
Sistemas Polifasicos. . . . . . . . . ..
Sistema monofdsico de tres conductores. . . . . . .. ... ...
Circuitos Trifdsicos. . . . . . . . . . . e e

. Circuitos Acoplados Magnéticamente.

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.

Inductancia Mutua: . . . . . .. ..o
Convencion de 1os puntos. . . . . . . . . ..
Consideraciones de Energia . . . . . . . . . .. . ...
El transformador lineal . . . . . . . . . ...
Transformacion T y 7 entre redes de tres terminales con acoplamiento magnético. . .
6.5.1. Red equivalente T . . . . . . . .. ...
6.5.2. Red mequivalente . . . .. . .. .. ...

II

65
65
67
69
72
7



Indice de figuras

1.1.
1.2
1.3.
1.4.

1.5.

1.6.

2.1.
2.2.
2.3.
24.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.
2.10.
2.11.
2.12.
2.13.
2.14.

3.1.
3.2.

3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.

4.1.

Numero Complejo. . . . . . . . oo e
Diagrama de un fasor. . . . . . . .. L L
Red RLC enserie. . . . . . . . . . e
Grafica de Fasores de entrada (roja) y salida (azul) para el circuito de la Figura 1.3
empleando la parte real (Coseno) de la expresién fasorial. Note el efecto de la fase
inicial (¢ =60°) . . . . L
Grafica de Fasores de entrada (roja) y salida (azul) para el circuito de la Figura 1.3
empleando la parte imaginaria (Seno) de la expresién fasorial. Note el efecto de la
fase inicial (¢ =60°). . . . . . ...
Red RLC (admitancias en Siemens). . . . . . . ... ..o

Diagrama de Magnitud de un cero simple. . . . . . . . . .. ... ... .. L.
Diagrama de Fase del cero. . . . . . . . . . . ...
Diagrama de Magnitud del polo. . . . . . . . . . .. ... o
Diagrama de Fase del polo. . . . . . . . .. . ...
Diagrama de Bode de Magnitud de un polo y un cero en el origen. . . . . ... . ..
Diagrama de Bode de Fase de un polo y un cero en el origen. . . . . . ... ... ..
Diagrama de un Filtro Pasa Bajas del tipo RC. . . . . . . . . . ... ... ......
Grafica de Magnitud del Filtro Pasa Bajas. . . . .. .. ... ... ... .......
Gréfica de Fase del Filtro Pasa Bajas. . . . .. ... ... ... ... .. .......
Gréfica de Magnitud del Filtro Pasa Altas. . . . . ... .. ... ... .. ......
Gréfica de fase del Filtro Pasa Altas. . . . . . . . ... ... ... ... .. .. ...
Gréfica de la respuesta total en magnitud de la funcién de transferencia H(jw).

Gréfica de la respuesta total en fase de la funcién de transferencia H (jw). . . . . . .
Redes Serie y Paralelo. . . . . . . . . . .. ...

Circuito RLC paralelo. . . . . . . . . . . . .
Gréfica de polos y ceros en el plano complejo de la funcién de admitancia Y(s) de un
Circuito Resonante RLC en paralelo. . . . .. ... .. .. ... ... ... .. ...
Respuesta en frecuencia de un Circuito Resonante RLC en paralelo. . . . ... . ..
Localizacién de los polos y ceros de la admitancia Y(s). . . ... .. ... ... ...
Polos y ceros de la admitancia Y(s). . . . . . . ... o
Polos y ceros del circuito RLC. . . . . . . . . . . . . ..
Vector S — So. . . . e

Resonancia en Serie. . . . . . . . e e e e

Red de un puerto. . . . . . . . e

II1

ot



4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.
4.7.
4.8.
4.9.
4.10.
4.11.
4.12.
4.13.
4.14.

5.1.
5.2
5.3.
5.4.
9.5.
5.6.
5.7.
5.8.
5.9.
5.10.
5.11.
5.12.
5.13.
5.14.
5.15.
5.16.
5.17.

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.
6.6.
6.7.
6.8.
6.9.
6.10.
6.11.

Red de dos puertos. . . . . . . .. 51

Red resistiva de un puerto. . . . . . ... 52
Red resistiva de un puerto que incluye una fuente dependiente. . . . . . . .. .. .. 54
Pardmetros de Admitancia. . . . . . . ... L Lo 55
Ejemplo. . . . . . o e 55
Pardametros de impedancia. . . . . . . ... 56
Construccién del equivalente Thevenin general de la red de 2 puertos. . . . . .. .. 57
Pardametros de trasmisién. . . . . . . ... Lo 58
Red de dos puertos en configuracion m o A. . . . . ... 58
Red de dos puertos en configuracion T o Y. . . . . . . . ... ... ... 59
Conexién en paralelo de redes de 2 puertos. . . . . . . . .. ... ... ... 62
Conexidén en serie de redes de 2 puertos. . . . . . . . . . ..o 63
Conexién en cascada de redes de 2 puertos. . . . . . . . .. ... 63
Circuito para el ejemplo. . . . . . . . . . L 66
Diagrama vectorial de la potencia compleja. . . . . . ... ..o 68
Circuito del ejemplo. . . . . . . Lo 69
Diagrama de trayectorias entre los puntosa y b. . . . . . . .. ... ... ... 69
Sistema trifasico de voltajes.. . . . . . . . . .. .. 70
Diagrama fasorial de voltajes. . . . . . . . . . . .. . ... 71
Ejemplo de trayectorias confusas. . . . . . . . ... L Lo oL 71
Circuito del ejemplo para célculo de corrientes en base a sus trayectorias. . . . . . . 72
Fuente monofésica de tres conductores. . . . . . . . . . ... L. 73
Circuito con cargas idénticas. . . . . . . . . . . . ... 74
Circuito con cargas desbalanceadas. . . . . . . . .. .. .. ... .. ... ... ... 75
Fuentes ideales de voltaje conectadasen Y. . . . . . . ... ... ... ... 7
Secuencias de Fase: a)Positiva y b)Negativa. . . . . . . ... ... ... ... ... 78
Diagrama Fasorial de voltajes. . . . . . .. ... ... ... ... ... 79
Fuente trifdsica conectada a una carga trifasica. . . . . . . . . .. .. ... .. .... 80
Circuito trifasico del ejemplo. . . . . . . . . . . ... 81
Diagrama fasorial para el ejemplo. . . . . . . .. ... oL oL 82
Inductancia Mutua 1. . . . . .. .. oL L 83
Inductancia Mutua 2. . . . . . ... oL 84
Inductancia Mutua 3. . . . . . . . . 84
Inductancia Mutua 4. . . . . . . ..o 85
Inductancia Mutua 5. . . . . . . ..o 85
Inductancia Mutua 6. . . . . . . .. ..o 85
Inductancia Mutua 5. . . . . . . ..o 87
Transformador Lineal. . . . . . . . . . .. oo 87
Red equivalente T. . . . . . . . . 88
Representacion esquemadtica. . . . . . . . . ..o L 89
Representacién esquematica. . . . . . . . .. Lo 89

v



Indice de tablas



Capitulo 1

Repaso de Niumeros complejos

1.1. Introduccidon

Las ondas senoidales juegan un papel importante en la ciencia y la ingenieria. En circuitos
eléctricos las frecuencias de interés de las senoides van desde unos cuantos Hz hasta decenas de
GigaHertz. En casa estamos familiarizados con la frecuencia de 60 Hz empleada en la distribucion
de la energia eléctrica. En el laboratorio hemos empleado generadores de senales y detectores que
cubren varios intervalos de frecuencia. Como ingenieros electrénicos, sabemos que las formas de onda
senoidales son el "pan de cada dia” en nuestra profesion, ya que, si conocemos la respuesta de un
circuito lineal invariante con el tiempo para cualquier senoide, sabemos, en principio su respuesta a

cualquier senal. De aqui la importancia de conocer la mejor manera de manipular dichas senoides.

1.2. Descripcién de Niuimeros complejos

Dado un niimero complejo z, x e y son sus partes real e imaginaria respectivamente.

z=x+jy (1.1)
en donde j =+/—1
podemos escribir también

Re(z) =x

Im(z) = y (1.2)
En donde Re(...) significa “parte real de ...” e Im(...) significa “parte imaginaria de ...”. La parte

del lado derecho de la ec. 1.2 es llamada la representacion en coordenadas rectangulares del niimero
complejo z. La representacion polar del niimero complejo z es:

2= |z| e’ (1.3)

donde |z| es llamada la magnitud o amplitud de z, con valor

|z| = V22 + y? (1.4)



A Im

z=X+jy

X Re
Figura 1.1: Numero Complejo.

y 6 es llamado el angulo o fase de z, con valor:
0= tcmfl% (1.5)

algunas veces describimos z por medio de la magnitud y el dngulo. En términos de |z| y 6,
tenemos:

x = |z|cosf

y = |z|sen 6 (1.6)

En la figura 1.1 se ilustra el nimero complejo z, el cual tiene Re(z) e Im(z) como coordenadas.
La fase se mide desde €l eje x hacia el vector, el cual inicia desde el origen y termina en el punto z.

Nota :El dngulo esta restringido al intervalo [(0,£7) 6 (0,4180°)]. Como consecuencia
estd definida unicamente por x y y. Al calcular con la ec. 1.5, debemos tener en cuenta
que si conocemos tanf, el dngulo no estd definido tnicamente en [0,7]. Por ejemplo,
tan 26.6° = 0.5, pero tan 206.6° también es igual a 0.5. Para poder determinar de forma
tnica debemos considerar el cuadrante del plano complejo en el cual cae z.

1.2.1. Operaciones con nimeros complejos

Las reglas de operacién de ntimeros complejos son idénticas a las de los ntimeros reales, siempre
y cuando tomemos en cuenta que j2 = —1. Si tenemos dos ntimeros complejos:

z1 =21 + jyr = || 2

: , 1.7
29 = g + jya = | 2| €77 .7
Las operaciones con niimeros complejos se definen como sigue:
Suma
21tz = (214 jy1) + (22 + jy2) (1.8)
= (w1 +22)+i(y1 +v2)
Multiplicacion



2122 = (14 jy1)(x2 + jye) (1.9)
= (x122 — y1y2) + j(T1y2 + 2211)

y en términos de sus representaciones polares:

|21] €791 |25 €192 (1.10)
|21 |22|ej(01+92)

Z1%22

Complejo conjugado
Dado el nimero complejo z = x + jy, decimos que el nimero complejo x — jy, denotado por z ,
es el complejo conjugado de z. Es facil ver que si:

z = |z| e’ (1.11)
entonces,
Z=|z|e7? (1.12)
Yy
z4+z = 2z (1.13)
z—zZ = 2jy
aun mas importante
2z = 2> = 2 + 4 (1.14)
Yy
1 _
x = §(z+z) (1.15)
1
y = j_Q(Z_E)

1.3. Fasores y Ecuaciones Diferenciales ordinarias

Representaciéon de una senoide por un fasor
Se define una senoide de frecuencia angular w, como una funcién del tiempo ¢ definido en (—o0, o)
y de la forma

Ap, cos(wt + @) (1.16)

en donde las constantes A,,, w y 8 son llamadas la amplitud, la frecuencia angular y la fase de
la senoide, respectivamente.



Teorema 1 teorema principal.- La suma algebraica de cualquier nimero de
senoides de la misma frecuencia angular, digamos w, y de cualquier nimero de sus de-
rivadas de cualquier orden es también una senoide de la misma frecuencia angular w.

Ejemplo 1 Consideremos la funcion f(t) definida para toda t por:

d
f(t) = 2cos(2t + 60°) — 4sin 2t + 52 sin 2t

f(¢t) es la suma de dos senoides y la derivada de una tercera, todas ellas con la misma frecuencia
angular w = 2 rad/seqg. Segin el teorema anterior f(t) puede representarse por una sola senoide de
la misma frecuencia angular. Al realizar la expansion de los términos cosenoidales tenemos:

f(t) = 2cos(2t+60°) — 4sin2t + %2 sin 2t
= 2cos2tcos60 — 2sin 2t sin 60 — 4 sin 2t + 4 cos 2t
= 082t —\/3sin 2t — 4sin 2¢ + 4 cos 2t
5cos2t — (44 V/3)sin 2t

= /52 + (4 4+ V3)2cos <2t+tan_1 <4+\/§>>

5
= T.6cos (2t +48.8°)

Si sabemos que una senoide con frecuencia angular w esta completamente especificada por su
amplitud A,, y su fase 0. Entonces llegamos a la idea de representar la senoide por el nimero
complejo A = Apel®. Note que A,, = |A| es la magnitud del niimero complejo A, y ¢?? es la
fase. Mds precisamente, la senoide x(t) = A,, cos(wt + 0) es representada por el nimero complejo
A= A,,e% e inversamente, dado el nimero complejo A = Ap,e?? y la frecuencia angular w, podemos
recuperar la senoide como sigue:

z(t) = Re(Ael“h) (1.17)

Re(Ae?') = Re(A,e?@it9)
= Re[A, cos(wt + @) + jAm sen (wt + @)] (1.18)
= A, cos(wt + @) = z(t)

En el ultimo paso se utilizo el hecho de que Ay, w, t y ¢ son nimeros reales. El nidmero complejo
A, el cual representa la senoide A,, cos(wt+¢), es llamado, por conveniencia, el fasor que representa
la senoide. Por definicion, el fasor A estd dado por A = A,,el?.

Comentarios :

1. Debe tomarse en cuenta que el hecho de conocer un fasor que representa una senoide determina
la amplitud y la fase, pero no la frecuencia. Por lo tanto es importante, tomar en cuenta la
frecuencia de los fasores cuando se realizan célculos con los mismos.

2. Alternativamente, si especificamos una senoide por una funcién seno en lugar de una funcién
coseno, tenemos y(t) = A, sin(wt + ¢). Entonces una representacién fasorial A = A,,e/*!

también funciona, Sin embargo, se debe recuperar la senoide de la siguiente ecuacién y(t) =
Im(Ael®t).
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Figura 1.2: Diagrama de un fasor.

3. Si se grafica la funcién Ae’“? en el plano complejo, las coordenadas de tal ntiimero complejo
son:

z (t) = Re (Ael*?) (1.19)

y (t) = Im (Ae?*") (1.20)

Se puede pensar en z(t) como la proyeccién en el eje x (ecuacién 1.19) del punto Ae/*?, el cual
rota en un circulo de radio A,, a una velocidad angular de w rad/seg en la direccién contraria a las
manecillas del reloj, como se muestra en la figura 1.2. Por lo tanto, Ae/“! puede ser llamada un fasor
rotatorio. De manera similar, la proyeccién en el eje y del punto Ae/“! da y(t).

La representacién fasorial de senoides es empleada principalmente en el célculo de soluciones
particulares de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con coeficientes constantes reales, cuando
la funcién forzada es una senoide. En otras palabras si la funcién es de la forma:

n n—1
aocflT:—i—alfltn%+---+an_1ill—f+anx=Amcos(wt+¢) (1.21)

Si se sustituye z por una senoide de frecuencia angular w, entonces todo el término del lado
izquierdo serd igual a una senoide de frecuencia angular w. Por lo tanto el verdadero problema
consistira en calcular la amplitud y la fase de la senoide para la solucién particular, es decir encontrar
el fasor de dicha solucion.

1.4. Aplicacién del método de fasores para resolver ecuacio-
nes diferenciales
Este método es el mas conveniente para obtener una solucién particular de una ecuacién dife-

rencial lineal con coeficientes constantes reales cuando la funcién forzada es una senoide. Tal es el
caso de la ecuacion 1.21, en donde ag, a7, .. .,an, Am, Wy ¢ son constantes reales.



Empleando fasores tenemos:

A = A,el? (1.22)
X = X%

Sustituyendo sucesivamente z(t) por Re [Xe*!] en la ec. 1.21, tenemos:

n n—1
aod—Re [Xej“’t] + o d

prm WRG [Xej“’t} + -+ an_liRe [Xejm] + oy, Re [Xej“’t} = Re [Aej“’t]

dt
(1.23)
La ec. 1.23 puede reescribirse como:

n ) dnfl ) d ) ) )
%Re [aoXeJ“’t] + g1 Re [oleeJ“’t} + -+ aRe [ozn,lXeJ”t] + Re [oaneJ“’t} = Re [Aej‘“t]
(1.24)
Si sabemos que
< Re [Be’*'] = Re 4 peiet| = Re [jwBe’" (1.25)
dt dt J '

Entonces la ec. 1.24 se puede expresar de la siguiente manera:

Re [ag(jw)" X e’“! |+ Re [a1 (jw)" ' X e ++ -+ Re [an_1(jw) X e/ + Re [, X /'] = Re [Ae?"]

(1.26)
Re [ao(jw)" X e/ + a1 (jw)" " X/ + - + a1 (ju) X e + o, X/ = Re[Ae!']
Re [{ao(jw)" + a1 (jw)" '+ 4+ an_1(jw) + an} Xe*'] = Re[Ae']
(1.27)
(oo (jw)™ + a1 ()" a1 (Jw) + o] X =A (1.28)
A
= 1.29
G Gl T ¥ i (Ga) o (1:29)
de la ecuacién 1.29 podemos deducir que la magnitud es:
Am,
Xm = 73 (1.30)
2 2 3 2
(an —an 2w’ + )" + (1w — 3w’ + -+ +)
Potencias pares de w Potencias impares de w
y la fase es:
_ 34 ...
0= ¢— tan~! In1W ~ OnsW (1.31)

Qp — Qpow? + - - -



Nota: La ecuacién 1.29 podr4 utilizarse siempre y cuando w sea de tal valor que:

ao(jw)" + a1 (jw)" T 4 - a1 (jw) +an # 0 (1.32)

Si no se cumple la condiciéon dada por la ec. 1.32, entonces la solucién particular
sera de la forma:

tA cos(wt + ¢) (1.33)

El desarrollo anterior puede generalizarse para un circuito lineal invariante con el tiempo con
una sola entrada w y una sola salida y, como el descrito por la siguiente ecuacién diferencial:

n n—1 m m—1
— — ny = bp—— bj—— <o+ by 1.34
g ¥ T gt T el = D0 gt O e e b (1.34)
en donde aq, as, -+, ap y bg, b1, - -+, by, son numeros reales. Si la entrada es una senoide de la
forma:
w(t) = Re(Ae?") = | A| cos(wt + ) (1.35)
en donde:
A=|Ale? (1.36)

Entonces una solucién particular de la ecuacion 1.34 es de la forma

y(t) = Re(Be*") = | B| cos(wt + ) (1.37)

en donde:

B = |B| ¥ (1.38)

La relacion entre los fasores A y B se muestra en la siguiente ecuacién:

()" + a1 (jw)" ™" + -+ an] B = [bo(jw)™ + b1 (jw)™ T 4+ b] A (1.39)

La ecuacién 1.39 se obtiene directamente de la ecuacién 1.34, reemplazando la K2 derivada
de w(t) con (jw)X A, para K = 0 a m y al reemplazar la K%@ derivada de y(t) con (jw)¥X B, para
K =0 a n. Por lo tanto, para encontrar una solucién particular como la de la ec. 1.37, empleamos
la ec. 1.39 y solo necesitamos manipular los nimeros complejos para tener la solucién de la forma
mostrada en la ec. 1.38.

Ejemplo 2 Considere el Circuito serie RLC lineal invariante con el tiempo, mostrado en la figura
1.8 y teniendo una fuente de voltaje de entrada senoidal
es(t) = Re[Ee’™'] = |E| cos(wt + ¢) (1.40)

st sabemos que la variable de salida es el voltaje a través del capacitor. Entonces la ecuacion
diferencial es, para toda t.

LCd2 B+ ROLoy(t t) = et 141
—e(t) + RO ve(t) + ve(t) = es(t) (1.41)



y una solucion particular es de la forma

v.(t) = Re[V.e?“'] = |V,| cos(wt + ¢) (1.42)

La relacion entre el fasor de salida V., el cual va a ser determinado, y el fasor de entrada E, el
cual es conocido, es como sigue:

[LO(jw)? + RC(jw) +1] V. = E (1.43)

Observe que la ecuacidn 1.43 se obtiene de la ec. 1.41 al reemplazar es(t) con E y las k**%s
derivadas de v.(t) con (jw)*V,, entonces:

E
Ve= . 1.44
1 —w?LC + jwRC (1.44)
Partiendo de la ec. 1.44 encontramos que la magnitud es:
E
V. = 2] (1.45)
) 511/2
[(1 — w2LO)? + (wRC) ]
y la fase
1 wRC
— 4 _ 1.4
» = ¢ — tan {1—w2LC] (1.46)

La solucion v.(t), expresada como una funcién real del tiempo, es obtenida por medio de la ec.
1.42.

YL AN

ey(t) () C T V(t)

i :

Figura 1.3: Red RLC en serie.

Cdédigo Matlab.- El c6digo en lenguaje Matlab® empleado para las gréficas de ondas senoidales
mostradas en las Figuras 1.4 y 1.5 se muestra a continuacién:

% Funcién para graficar los resultados del problema nimero 1 de la materia
% de Circuitos Eléctricos (anteriormente Circuitos II), para demostrar la
% utilizacién de fasores en la solucién de una ecuacién diferencial de 2

% orden y cuyo resultado final se muestra de forma grafica por medio de

% ondas senoidales que emulan las sefiales vistas en un osciloscopio.

% Valores de los elementos del circuito RLC en serie



Gréfica con funciones cosenoidales

T T T
i + + i
q Foy Foor
£ + i
£ + p
ol fo% P
+ T i T
] i + +
i I -+
+ ]
2k | + ¥
tr + + I
1h+ it P + 4
T
S i i i
3 Y + + +
2 ot + + 8
= +
= + + + I
H L h * +
e + ¥ i 1
+ N + +
+ T i
bk + + i 1
+
tf + +
t + + I
-3F t + + I .
s iy t ¥
T Iy t +
T x
-4t Ee f tﬂr f +
h + i
4 I
" EV ‘ W ;
0 5 10 15 20 25 30 35

tiempo [ms]

Figura 1.4: Grafica de Fasores de entrada (roja) y salida (azul) para el circuito de la Figura 1.3
empleando la parte real (Coseno) de la expresién fasorial. Note el efecto de la fase inicial (¢ = 60°)

Gréfica con funciones senoidales
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Figura 1.5: Grafica de Fasores de entrada (roja) y salida (azul) para el circuito de la Figura 1.3

empleando la parte imaginaria (Seno) de la expresién fasorial. Note el efecto de la fase inicial (¢ =
60°).

R=1000;

L=100e-3;

C=be-6;

£=60; Yfrecuencia lineal de la seflal de excitacién
w=2*xpixf; ¥ frecuencia angular

E_abs=5; % magnitud de la sefial de excitacién
phi= 60; % &ngulo de la sefial de excitacién
E=E_abs*exp (i*phi*pi/180);

% Fasor que representa la sefial de excitacién
%(con angulo en radianes)



% La expresidén fasorial del circuito es: (LxC*(i*w) 2+R*Cx*(i*w)+1)*Vc=E al
% despejar el fasor Vc, se tiene la siguiente ecuacién:

Vc=E/ (L*Cx (i*w) "2+R*C* (i*w)+1) ;
Vc_mag=abs(Vc); % Magnitud de Vc
Vc_ang=angle(Vc)*180/pi; % angulo de Vc en grados

%Para la representacién grafica se define la cantidad de tiempo a graficar
%en funcién del periodo de la sefial y la cantidad de ciclos deseados

T=1/f;

N=2; % Numero de ciclos a graficar

n=100; % Numero de puntos por ciclo

t=linspace(0,N*T,N*n); % Genera los puntos de tiempo para la grafica completa

% Representacién por medio de ondas cosenoidales, se utiliza la parte Real
% de la representacién fasorial.

es=real (Exexp (i*w*t)) ;

vs=real (Vcxexp (i*w*t));

figure(1l) % grafica en la figura 1

plot(txle3,es,’r+’,t*1e3,vs,’b.-’)

title(’Gr-fica con funciones cosenoidales’);

ylabel (’ Amplitud [V]’);

xlabel (’tiempo [ms]’);

grid

% Representacién por medio de ondas senoidales, se puede observar en éste
% caso que se utiliza la parte Imaginaria de la representacién fasorial.
esl=imag(Exexp (i*w*t));

vsl=imag(Vc*xexp (i*w*t)) ;

figure(2) ¥, grafica en la figura 2

plot(txle3,esl,’r+’,t*1le3,vsl,’b.-’)

title(’Gr-fica con funciones senoidales’);

ylabel (’ Amplitud [V]’);

xlabel (’tiempo [ms]’);

grid

1.5. Solucién mediante fasores de sistemas de ecuaciones integro-
diferenciales simultaneas.

El procedimiento mencionado anteriormente, relativo al empleo de fasores para determinar la
solucién en estado senoidal permanente para una variable de respuesta en una sola ecuacién dife-
rencial, se aplica a un sistema de ecuaciones simultaneas diferenciales y/o integro-diferenciales. Por
ejemplo si consideramos la red mostrada en la figura 1.6.

Al aplicar la LCK en los nodos de la red, obtenemos las siguientes ecuaciones:

dUl .
— 201(t) = 20a(t) =i (1) (1.47)

10



Figura 1.6: Red RLC (admitancias en Siemens).

t
4 / va(F)dr + 4va(t) — 201 (1) = ia(t) (1.48)
—o0

Si se desea encontrar la respuesta en estado senoidal permanente correspondiente a vy (t) y va(t),
se puede comenzar diferenciando la segunda ecuacién, para convertirla en una ec. diferencial en lugar
de una ec. integro-diferencial. De tal forma el conjunto de ecuaciones se transforma en:

% F201(t) — 20s(t) = iy (1) (1.49)
d’U2 d’Ul - dig

Considerando el caso en que la excitacién de la red es puramente senoidal, es decir las corrientes
tienen la forma:

’Ll(t) = Il cos(wt+¢1) (151)

ia(t) = Icos(wt+ ¢2)
Se supone que se conocen las magnitudes I7 e I> y los angulos de fase ¢1 y ¢2. Las magnitudes
pueden ser diferentes lo mismo que los angulos. Sin embargo se supone que la frecuencia angular w

debe ser la misma para ambas excitaciones. La solucién para los voltajes de nodo en estado senoidal
permanente para estas variables también tendra forma senoidal. Por lo que:

vi(t) = Vicos(wt+ 6;) (1.52)
va(t) = Vacos(wt + 62)

Donde los valores de Vi, Vo, 61 y 62 deben ser determinados, para ello solo se requiere emplear los
fasores Z;e/%t e Tye“! para representar las dos variables de excitacién i1 (t) e i2(t) respectivamente, y
los fasores V1e/“ y Vae/! para representar las variables de respuesta vy (t) y va(t). Por consiguiente:

i1(t) = Re[Le*"] (1.53)
ig(t) = Re [I2€jwt}

11



vi(t) = Re[V1e?*] (1.54)
va(t) = Re[Voel!]

En donde las constantes complejas 7y, Zo, V1 v Vo se definen como:

T, = L™ (1.55)
T, = I2ej¢>2
Vi = Vel (1.56)
Vy = Vol

Sustituyendo las relaciones de las ecuaciones 1.53 y 1.54 en las ecuaciones diferenciales 1.49 y
1.50, intercambiando el orden de la diferenciacion y de la extraccion de la parte real, obtenemos:

2 + jw _2 Vl eth B Ilej“’t
fre { [ —j2w 4+ jdw ] [ Vyedwt = Re jwTyelwt (1.57)
Igualando las matrices complejas completas de la ec. 1.57 y multiplicando ambos miembros por

eI“t se encuentra:

2+ jw -2 Vi | o
{ —j2w 4+ jdw } { Vo ] o [ JwZy } (1.58)
Como el segundo miembro de la ec. 1.58 en el término correspondiente a Z,, se encuentra mul-

tiplicado por jw, lo cual representa la derivada cor respecto al tiempo de i3(t), se procede a dividir
la segunda ecuacién por jw, con lo que se tiene:

EXAHEH
-2 4+ Vs, T, '
Comparando la ecuacion 1.59 con las ecuaciones originales 1.47 y 1.48, se observa que la operacién
integral en las ecuaciones integro-diferenciales originales produce un factor 1/jw en las ecuaciones
que relacionan los fasores y que la operacién derivada genera un factor jw. En consecuencia, el
método de fasores puede aplicarse en forma directa a ecuaciones integro-diferenciales, sin que sea
necesario diferenciar estas ecuaciones con el objeto de convertirlas a la forma de ecuaciones puramente

diferenciales.
Si representamos la ec. 1.59 de la siguiente manera

i_{il}_[gll glevl]_T—l.v_g.v (1.60)

io 921 g22 (%
entonces los valores correspondientes a v serian:
1 _ .
U=|:UI:|Z [922 912][%1}27“-2' (1.61)
v2 g11.922 — g21.912 | —921 gu1 12

de lo anterior deducimos que la solucién del sistema de dos ecs. simultaneas, se convierte en:

12



[’Ul]_ jw 4+J% 2 :||:21] (162)
v | T AGuZ +8(w)+8 | 20 24w || i '

El circuito mostrado en la figura 1.6 se alimenta con la siguiente excitacién:i; (t) = cost e i2(t) =
2cos(t + 5)

se desea encontrar la respuesta en estado senoidal permanente para vy (t) y va(t).

notamos en primer lugar que Z; = 1e/9, Z, = 2¢7™/2 y w = 1. Sustituyendo los valores anteriores

en 1.62, obtenemos:
vy | ] 4+ j% 2 1e70
[ vy } 4458 [ 2 24w || 2672 (1.63)

al realizar la multiplicacién indicada, se llega a:

J L o570
v=—t—=—"—¢
YTy s

-1 1 ej116.57°

v = —- =
T2

Las soluciones correspondientes para las cantidades vy (t) y va(t) son:

v1(t) = - cos(t + 26.57°)
va(t) = —= cos(t + 116.57°)

S5
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Capitulo 2

Respuesta en Frecuencia y Filtros

Pasivos

2.1. Diagramas de Bode.

Es un método rapido que sirve para obtener una descripcién aproximada de la variaciéon de
amplitud y fase de una funcién de transferencia dada como funcién de w. La curva de respuesta
aproximada que se construira recibe el nombre de grafica asintética, o grafica de Bode o diagrama
de Bode, en honor de su inventor, Hendrik W. Bode, quien era un ingeniero electricista y matemaético
de Bell Telephone Laboratories.Tanto las curvas de magnitud como las de fase se muestran usando
una escala de frecuencia logaritmica para la abcisa, incluso la magnitud misma también se muestra

en unidades logaritmicas llamadas decibeles (dB).

La conversién de valores en magnitud a su equivalente en decibeles se realiza por medio de la

siguiente expresion:

Hap = 20log |H (jw)|

Algunas conversiones ttiles de magnitud a dB se muestran a continuacion:

gl = 0 H(jw)| =
log 2 = 0.301 |H(jw)| =
log5 = 0.698 |H(jw)| =
logl0 = 1 |H(jw)| =
log1l0™ = n |H(jw)| =
logy/n = glogn  |H(jw)| =

1 < Hgp
2 < Hgp
5 < Hgp
10 < Hgp
10" < Hyp
V2 & Hyp

(2.1)

0dB
6dB
14dB
20dB
20ndB
3dB

Las funciones de transferencia se escriben en términos de S, posteriormente se factoriza H(S)
para mostrar explicitamente sus polos y ceros. Finalmente se sustituye S = jw cuando ya se esté en
posibilidad de calcular la magnitud o el angulo de fase.

2.1.1. Cero Simple.

Consideremos como primer caso a un cero en S = —a, escrito en forma estandar como:
S
H(S)=1+— (2.2)
a
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H(jw) =1+ = (2.3)

. w\?2
H(jw) = \/1+ (%) (2.4)
Hyp = 2010g’1+j%’ (2.5)

2
20log /1 + (c_u)
a

Diagrama de Bode en magnitud.

El diagrama de Bode para esta funcién consiste de dos curvas asintdticas a las que se aproxima
H,p para valores muy grandes y muy pequenos de w. Entonces,

Hyp=20logl =0  (w< a) (2.6)

Hyp = 20 log% (w>> a) (2.7)

Enw =a, Hyp = 0dB; en w = 10a, Hyp = 20dB y en w = 100a, Hyp = 40dB por lo tanto el
valor de Hyp aumenta 20 dB cada vez que la frecuencia aumenta su valor por 10 o sea que tiene una
pendiente de 20 dB/década. Como Hyp aumenta 6 dB cuando w se duplica un valor alterno para la
pendiente es 6 dB/octava.

El diagrama de Bode representa la respuesta en términos de dos asintotas, ambas lineas rectas
y faciles de dibujar. Al observar la Figura 2.1 notamos que las dos asintotas se cortan en w = a es
decir a la frecuencia en que ocurre el cero. Esta frecuencia recibe el nombre de frecuencia de esquina,
de corte, de 3 dB ¢ de la mitad de potencia.

Ahora se analizara cual es el error que se introduce al usar la curva de respuesta asintética. A la

frecuencia de corte:
a2
HdB:2010g 1+—2:3dB
a

comparado con el valor asintético de 0dB. En w = 0.5a se tiene:

Hgp = 20log v1.25 = 1dB (2.8)
yen w = 2a
Hap = 20log V5 = 7dB (2.9)

Cuando w = a, en ese punto tenemos un error de 3 dB si los comparamos con los 0 dB del punto
de cruce de las asintotas. Para las frecuencias una octava arriba y una octava abajo de la frecuencia
de corte, el error es de 1 dB.

Conclusién: El error introducido por el uso de las asintotas se reducira a medida que la frecuencia
de operacién 6 bajo prueba se aleje de la frecuencia de corte.

Por lo tanto, la respuesta exacta estd presentada por una curva suave localizada 3 dB por encima
de la respuesta asintotica en w = a, y 1 dB por encima de ella en w = 0.5a y w = 2a.
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Grafica de Bode para Magnitud de un cero simple
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Figura 2.1: Diagrama de Magnitud de un cero simple.

Diagrama de Bode en Fase.

La fase para el cero simple se calcula de la siguiente manera:

PR (11 (5)

¢ =tan"!

Algunos valores ttiles de la funcién tan~! se muestran a continuacién:

tan=1(0.1) ~ 57° — 0°
tan=1(1) = 45°
tan1(10) ~ 84.3° — 90°

10

(2.10)

(2.11)

Para valores de w << a el dngulo se define como 0° y se puede utilizar como asintota para valores
de w inferiores a 0.1a. Cuando w >> a el dngulo se define como 90° y se empleara la asintota para

valores por encima de 10a.

En w = a el dngulo es de 45° y se considera una recta que pasa por , w = a y , es decir, es una

recta que tiene una pendiente de 45° por década.

%

0°  (w<0.la)
45° (w=a)
90° (w > 10a)

¢
¢
¢

Q
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Grafica de Bode para Fase de un cero simple
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Figura 2.2: Diagrama de Fase del cero.

Las diferencias méaximas entre la curva asinténtica y la curva real es + 5.71° en w = 0.1la y
w = 10a. También ocurren errores de £ 5.29° en w = 0.344a y w = 2.54a; el error es igual a cero en
w =0.159a y en w = 6.31a.

Cédigo Matlab.- El cédigo en lenguaje Matlab® empleado para las graficas de Bode mostradas
en las Figuras 2.1 y 2.2 se muestra a continuacién:

w=logspace(-3,3);

a=1;

H=1+i*w/a;

H_abs=abs(H) ;

HdB=20%*10g10(H_abs) ;
teta=atan2(imag(H) ,real (H))*180/pi;

[x_L,y_L,x_H,y_H,x_fase,y_fase]l=aprox_rectas(w,a,HdB,teta);

figure(1);

%subplot(2,1,1);
semilogx(w,HdB, b’ ,x_L,y_L,’r’,x_H,y_H,’r’);

grid;

title(’Grafica de Bode para Magnitud de un cero simple’);
xlabel (’Frecuencia angular [rad/seg]l’);

ylabel (’Magnitud de H(jw) [dB]’);
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Grafica de Bode para Magnitud de un polo simple
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Figura 2.3: Diagrama de Magnitud del polo.

figure(2);

%subplot(2,1,2);

semilogx(w,teta,’b’ ,x_fase,y_fase,’r’);

grid;

title(’Grafica de Bode para Fase de un cero simple’);
xlabel (’Frecuencia angular [rad/seg]l’);

ylabel(’Fase de H(jw) [dB]’);

2.1.2. Polo Simple.
Diagrama de Bode en magnitud.

Para graficar en diagramas de Bode un polo simple, como el definido en la ecuacién 2.12.

1

H(S):@

(2.12)

En primer lugar observamos que como un polo es el reciproco de un cero, la operacién logaritmica
conduce a una grafica de Bode que es el negativo de lo que se obtuvo anteriormente.

La amplitud sera de 0 dB hasta la frecuencia w = a, a partir de ese punto la pendiente serd de
-20 dB/dec, es decir, para w = a se tendrd la otra asintota. Y la fase de esta funcién tendra la forma:

(b = ¢num - ¢den (213)
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Grafica de Bode para Fase de un polo simple
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Figura 2.4: Diagrama de Fase del polo.

o =t (f) =t (2)

= O-—tan’l(%) (214)

Cdédigo Matlab.- El cédigo en lenguaje Matlab® empleado para las graficas de Bode mostradas
en las Figuras 2.3 y 2.4 se muestra a continuacién:

a=1;

w=logspace(-3,3);

H=1./(1+ixw/a);

H_abs=abs(H) ;

HdB=20%*10g10(H_abs) ;
teta=atan2(imag(H) ,real (H))*180/pi;

[x_L,y_L,x_H,y_H,x_fase,y_fasel=aprox_rectas(w,a,HdB,teta);

figure(1);

%subplot(2,1,1);
semilogx(w,HdB, b’ ,x_L,y_L,’r’,x_H,y_H,’r’);

grid;

title(’Grafica de Bode para Magnitud de un polo simple’);
xlabel (’Frecuencia angular [rad/seg]l’);

ylabel (’Magnitud de H(jw) [dB]’);
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figure(2);

%subplot(2,1,2);

semilogx(w,teta,’b’ ,x_fase,y_fase,’r’);

grid;

title(’Grafica de Bode para Fase de un polo simple’);
xlabel (’Frecuencia angular [rad/seg]l’);

ylabel(’Fase de H(jw) [dB]’);

2.1.3. Comportamiento de un polo o un cero en el origen.

Otro término que puede aparecer en H(S) es un factor S en el numerador o en el denominador.

Diagrama de Bode en magnitud.

Si H(S) es igual a S tendremos:

HdB(cero) =20 10g |W| (215)
Mientras que si H(S) es igual a 1/S tendremos:

1
HdB(polo) = 20 log ; ' (216)
= —20log|w|
Diagrama de Bode en fase.
Respecto a la fase, en primer lugar debemos tener en mente que si:
1 1
H(jw)polo = 7—— = —j— 2.18
(Jw)pol Jw 77 ( )
por lo tanto:
¢ce7‘o = tan_l (%)) =90° (219)
bpoto = tan (9) —tan (5) =
= tan~' () —tan"' (2) = —90° (2.20)

Cdédigo Matlab.- El coédigo en lenguaje Matlab® empleado para las graficas de Bode mostradas
en las Figuras 2.5 y 2.6 se muestra a continuacién:
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Grafica de Bode para Magnitud de un polo en el origen
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Grafica de Bode para Magnitud de un cero en el origen
60 7 7 7 7 7
40

Magnitud de H(jw) [dB]
o

60 ; ; ; ; ;
10 10 107 10° 10" 107 10°

Frecuencia angular [rad/seg]

Figura 2.5: Diagrama de Bode de Magnitud de un polo y un cero en el origen.
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Grafica de Bode para Fase de un polo en el origen
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Grafica de Bode para Fase de un cero en el origen
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Figura 2.6: Diagrama de Bode de Fase de un polo y un cero en el origen.
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%%%h  Cédigo para las graficas del cero en el origen

a=1;

w=logspace(-3,3);

H=i*w/a;

H_abs=abs(H) ;

HdB=20*1log10 (H_abs) ;
teta=atan2(imag(H) ,real (H))*180/pi;

[x_L,y_L,x_H,y_H,x_fase,y_fasel=aprox_rectas(w,a,HdB,teta);

figure(1);

%subplot(2,1,1);

semilogx(w,HdB, b’ ,x_L,y_L,’r’,x_H,y_H,’r’);

grid;

title(’Grafica de Bode para Magnitud de un cero en el origen’);
xlabel (’Frecuencia angular [rad/seg]l’);

ylabel (’Magnitud de H(jw) [dB]’);

figure(2);

%subplot(2,1,2);

semilogx(w,teta,’b’ ,x_fase,y_fase,’r’);

grid;

title(’Grafica de Bode para Fase de un cero en el origen’);
xlabel (’Frecuencia angular [rad/segl’);

ylabel(’Fase de H(jw) [dB]’);
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%%k  Coédigo para las graficas del polo en el origen

a=1;

w=logspace(-3,3);

H=1./(i*w/a);

H_abs=abs (H) ;

HdB=20*1log10 (H_abs) ;

teta=atan2(imag(H) ,real (H))*180/pi;

[x_L,y_L,x_H,y_H,x_fase,y_fasel=aprox_rectas(w,a,HdB,teta);

figure(1);

%subplot(2,1,1);

semilogx(w,HdB, b’ ,x_L,y_L,’r’,x_H,y_H,’r’);

grid;

title(’Grafica de Bode para Magnitud de un polo en el origen’);
xlabel (’Frecuencia angular [rad/seg]l’);

ylabel (’Magnitud de H(jw) [dB]’);

figure(2);
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%subplot(2,1,2);
semilogx(w,teta,’b’ ,x_fase,y_fase,’r’);

grid;

title(’Grafica de Bode para Fase de un polo en el origen’);
xlabel (’Frecuencia angular [rad/segl’);
ylabel (’Fase de H(jw) [dB]’);

2.1.4. Constante multiplicativa K

Si H(S) contiene una constante multiplicativa, esto da una grafica de Bode en magnitud que es
una recta horizontal colocada en 20log |K|dB por encima de la abcisa.

2.1.5. Filtro pasa-bajas

Una aplicacién bésica de las graficas de Bode es la representacién del comportamiento de los
filtros, el mas basico de ellos es un circuito pasa bajas del tipo RC' como el mostrado en la Figura

2.7.

Figura 2.7: Diagrama de un Filtro Pasa Bajas del tipo RC.

Vial = =25 Ven
"Ry =

Viar (S <

H(S) = (5) =3¢

(2.21)

(2.22)

(2.23)



G = | ]

jwRC + 1
Ve
\/12 + (WRC)?
v

Hgs = 20log|H(jw)| (2.25)

-
= 20logl —20log\/1+ (wRC)?
= —20log\/1+ (WRC)?

¢ = tan™* (g) —tan™" <g> = —tan"' (wWRC) (2.26)

Para graficar la respuesta del filtro en magnitud con respecto a la frecuencia, en primer lugar se
calculan los valores de la magnitud cuando la frecuencia tenga los siguientes valores:

(2.24)

= 20log

a) la frecuencia de corte
b) un décimo de la frecuencia de corte

c¢) diez veces la frecuencia de corte

Como primer punto es necesario conocer la frecuencia de corte, la cual ocurre cuando:

wRC =1 (2.27)
1
. = — 2.28
cuando w = w,
H(juwe) = —— . (2.29)

T 1+ jw.RC 1+

—20logv1+1 (2.30)
= —20logV2
= -—3dB

|H (jewe)

cuando w = w,/10



(_wc) 1 1
J= ) = : = ,
10 14 jeBC 14 5L

We _ 1
‘H(]l—o)’ = —20logy/1+ (10)
—20logv1+0.01
—20log V1
0dB
cuando w = 10w,
1 1
H(j10w,.) =

T 1+ j10w.RC ~ 1+ 410

|H(j10w:)] = —20logy/1+ 102

= —20logv1+ 100
—201log v/100
—20dB

Q

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

Para graficar la respuesta del filtro en fase con respecto a la frecuencia seguimos un procedimiento

semejante:
cuando w = w,

p(jw) = —tan™' (WRC)

o(jwe) = —tan~' (W.RC)
= —tan"' (1)
= —45°
cuando w = w./10
We o weRC
¢(j10) tan < 10 )
1
= —tan (=
o (35)
~ 0°
cuando w = 10w,
6 (j10we) = —tan~' (10w.RC)
= —tan"' (10)
—90°
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2.1.6.

Grafica de Bode para Magnitud de un Filtro Pasa Bajas de ler. orden

0 T

_10 L

_30 L

Magnitud de H(jw) [dB]

_50 L

-70 :

T T

i i i

T

10 10°

Figura 2.8: Gréfica de Magnitud del Filtro Pasa Bajas.

Filtro pasa-altas

10" 10° 10"
Frecuencia angular [rad/seg]

=

S,

£
I

Gl = |

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)



Grafica de Bode para Fase de un Filtro Pasa Bajas de ler. orden
0 T T T T

_10 L

_20 L

Fase de H(jw) [dB]

_80 L

i i I

-90 ‘— -1 0 1
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Frecuencia angular [rad/seg]

Figura 2.9: Gréfica de Fase del Filtro Pasa Bajas.

Hip = 20log|H(jw)] (2.43)

= 20log

1 \2
= 20logl — 20log 1+< )
1 \2
= —201 1 —
©8 +<wRC)

¢ = tan™" <%> —tan™} <M> = tan™" (ﬁ) (2.44)

Para graficar la respuesta del filtro en magnitud con respecto a la frecuencia, en primer lugar se
calculan los valores de la magnitud cuando la frecuencia tenga los siguientes valores:

a) la frecuencia de corte
b) un décimo de la frecuencia de corte

c) diez veces la frecuencia de corte
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Como primer punto es necesario conocer la frecuencia de corte, la cual ocurre cuando:

1

=1 2.45
w.RC ( )

1

. = — 2.4
w RO (2.46)
cuando w = w,
1 1

H(jw.) = = - (2.47)

— 3
l-Jsme 1-J

|H(jw.)| = —20logv1+1 (2.48)
= —20logV2
= —3dB
cuando w = w,/10
c 1 1
H (jw—) = —— = . (2.49)
.We 2
‘H (]E)’ = —20log\/1+ (10) (2.50)
= —20logv1+ 100
~ —20logv100
—20dB
cuando w = 10w,
1 1
H(j10w.) = : = : (2.51)
l-jmore 1tim
1\2
|H(j10w:)] = —20logy/1+ <E) (2.52)
—20log+v/1+0.01
~ —20logV1
0dB

Para graficar la respuesta del filtro en fase con respecto a la frecuencia seguimos un procedimiento
semejante:
cuando w = w,

$(jw) = tan~! (ﬁ) (2.53)
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Grafica de Bode para Magnitud de un Filtro Pasa Altas de ler. orden

Magnitud de H(jw) [dB]

T T T T

i i i i i

cuando w = w./10

cuando w = 10w,

10 10" 10° 10" 10

Frecuencia angular [rad/seg]

Figura 2.10: Grafica de Magnitud del Filtro Pasa Altas.

1
= tan"' (1)
= 45°
we (10
¢(310) = tfan (ch0>
= tan~'(10)
90°
6 (j10w,) = tan™! _1
I el = 10w, RC

Q
<

10

(2.54)

(2.55)

(2.56)



Grafica de Bode para Fase de un Filtro Pasa Altas de ler. orden
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Figura 2.11: Gréfica de fase del Filtro Pasa Altas.

Para obtener las graficas de Bode se necesita:

1. Obtener la funcién de transferencia H(S) (polos y ceros).
2. Obtener la funcién en términos de la frecuencia H(jw).
3. Expresiones para: Magnitud (|H (jw)|) y Angulo (¢(jw)).
4. Se encuentra la frecuencia de corte (w.).

5. Se tabulan los datos para w./10, we y 10we.

6. Se grafican las rectas.

Ejemplo 3 Trace las graficas de magnitud y fase para la funcion de tranferencia mostrada a
continuacion:

(S —100) (S + 10)
(S —1000)(S + 1)

Nota: Si alguno de los términos empleados para calcular el dngulo contiene un signo negativo,
entonces debera tenerse en cuenta lo siguiente:

H(S) =
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¢ =tan"! (¥) (x>0yy>0)
¢ = tan—! (_i =180° — tan* (¥) (x<0yy>0)
_ - y x xT
¢ =tan™! (E) ¢ =tan~! (Z2) = —tan"! (¥) (xr>0yy<0) (2.57)
¢ =tan"? (:—;’) =180° + tan* (¥) (r<0yy<0)

Por facilidad se analizan por separado cada uno de los términos correspondientes a polos y ceros
de la funcién, asi, si tomamos en primer los ceros :
Primer cero:

H(S)1 = (S — 100)
H(jew)1 = (jeo — 100)

\H(jw)| = Va? + 1002

$(jw); = tan™? (%()())

w |H (jw)l, Hap, b1
v _ 1 V102 + 100° 201og 100 tan~! (455 = 180° — tan~! (45
10 ~ 100 =40dB ~ 180° — 0° = 180°
V1002 + 1007 201og 100v/2 tan~1! jﬂ) = 180° — tan~1 (1)
we = 100 100
=100v2 = 43dB = 180° — 45° = 135°
V10002 + 1002 —1 1000) _ o —1
10w, — 1000 10002 + 100 201og 1000 tan~! (1000} — 180° — tan~" (10)
~ 1000 = 60dB ~ 180° — 90° = 9(°

Segundo cero:

H(S)2 = (S +10)
H(jw)2 = (jw +10)
| (juw)al = /i + 102

H(jw)s = tan™? (%)

w |H (jw)s| Hyg, -
we V1% 4102 201og 10 N
0o ~ 10 — 20dB tan~" (15) ~ 0
we =10 102 + 102 201og 10v/2 tan~1 (1) = tan~" (1)
c =102 —93dB — 450
10w, = 100 1002 + 102 201og 100 tan—1 (g) — tan~1 (10)
‘ ~ 100 = 40dB ~ 90°
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Ahora analizando la respuesta de los polos, tenemos:
Primer polo

1
H(jw)s = — -
Jw — 1000
|H (jw)s| =
VT 1 10002

o(jtw)s = — tan™" (_1“;00>

w |H (jw)|s Hap, b3
—tan-—1 (100
we — 100 1/V100% 4 1000 —201og 1000 A
0= ~ 1/1000 — —60dB = — (180° — tan™" (5))
~ —180° + 0° = —180°
//1000% + 10002 NG ~ tan™ (=165
B 1/v/1000% + 1 —201og 1000v/2 -
= _180° + 45° = —135°
//T00007 + 10007 20 10g 10000 —tan " (oo
B 1/v/100007 + 1 ~20log ~1000/)
10w, = 10000 ~1/10000 — _80dB = — (180° — tan~* (10))
~ —180° + 90° = —90°

Segundo polo

1
H = —
(54 S+1
. 1
H(J )4_jw+1
1
H(jw)] = ———
H ()] = <=

¢(jw)s = —tan"" (w)

w |H (jw)ly Hap, b4
we _ 01 1/v/0.12 4 12 —20log1 —tan—! (0.1)
i = ~1/1 = 0dB ~ 0°
o =1 1/v12+1 —201log v/2 —tan™! (1)
¢ =1/v2 = —3dB = —45°
10w. — 10 1/v/102 4+ 1 —201log 10 —tan~! (10)
c ~1/10 = —20dB ~ —90°
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Grafica de Bode para Magnitud de la Funcién H=(s—-100)(s+10)/((s—1000)(s+1))
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Figura 2.12: Grafica de la respuesta total en magnitud de la funcién de transferencia H (jw).

Grafica de Bode para Fase de la Funcion H=(s-100)(s+10)/((s-1000)(s+1))
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Figura 2.13: Grafica de la respuesta total en fase de la funcién de transferencia H(jw).
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2.2. Equivalencia de redes en paralelo y en serie para una
frecuencia especifica.

Considerando las redes en serie y en paralelo mostradas a continuacion:

——
Rs

Ys— jXs Yp —> Rp Xp

L

Figura 2.14: Redes Serie y Paralelo.

1 1
Ys=—= . 2.58
ZS RS + .]XS ( )
1 1
Y)=—+— 2.59
p Rp ]Xp ( )
La @ (Factor de calidad) de la red en serie es | X;| /Rs, mientras que la de la red en paralelo es

Bp/ Xy
Para lograr la equivalencia de las redes a una frecuencia especifica de igualan los valores de las
admitancias.

1 Rs_sz 1 1

Y, = — = =Y, = — —j— 2.60
R.+jX. R+xz ' R 'X, (260)
de donde se obtiene:
R2 —|—X2
R -5 5 2.61
P Rs ( )
R+ X?
X = 5 2.62
p Xs ( )
Dividiendo R,/X,
R, X,
— = 2.63
Xp RS ( )
Es decir:
Qp=Qs=0Q (2.64)
y entonces:
X2
Ry = Ro+ 3> =R (1+Q°) (2.65)
(2.66)
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SiQ>5
R, = Q°R (2.67)
X, = X, (C,=Cs 6 L, = Ly) (2.68)

Ejemplo 4 Para un cicuito en serie que tiene una R = 58 y una L = 100 mH, calcule su equivalente
en paralelo para una w = 1000 rad/seg.

X, = X;=uwlL
(1000 rad/seg)(100 x 1073 H) = 100 Q

|Xs| 1009
@ R 50
Puesto que se tiene un valor de () mas alto que 5
X, = X,=1009
L, = Ly=100mH
R, = Q°R,=(20)*5%Q = 20000

2.3. [Escalamiento.
Se pueden definir dos tipos de escala o escalamiento:

a) Escalamiento en magnitud

b) Escalamiento en frecuencia.

El cambio de escala en magnitud se define como el proceso por medio del cual la impedancia
de una red de dos terminales aumenta por un factor de K,, permaneciendo constante la frecuencia.
K,, es real y positivo, y puede ser mayor o menor a la unidad (1).

Por ejemplo, si decimos que una red sufre un cambio de escala en magnitud por un factor de 2,
significa que la nueva red tendra el doble de impedancia de la red original a cualquier frecuencia.

Por lo anterior, las relaciones de cambio de escala en magnitud seran como se muestra a conti-
nuacion:

Cambio de R — K, R. El escalamiento de la reactancia es un escalamiento en la magnitud de la
resistencia imaginaria L — K,,,L, C — C/K,,.

R — KpnR
L — K,L } Cambio de escala en Magnitud (2.69)
cC - =

m
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Z = R4jwl-—)

wC
1
K.Z = KpR+jwL—-—
R+ jwl — )
= RK, 4 jKywl — Ky
wC
) . 1

El cambio de escala en frecuencia se define como el proceso pr medio del cual la frecuencia a la
que ocurre cualquier impedancia aumenta por un factor Ky.

Si decimos que la red sufre un cambio de escala en frecuencia por un factor de 2 significa que
ahora se obtendra la misma impedancia a una frecuencia cuyo valor se ha duplicado y por lo tanto
se cumple esta expresién:

Q=
AN
=

% Cambio de escala en Frecuencia (2.70)
Ky

Ejemplo 5 Si se realiza simultaneamente un cambio de escala en magnitud K,, = 2000 y uno en
frecuencia K¢ = 5000, a un circuito RLC cuyos componentes tienen los siguientes valores: R=2.5Q,
L=1/2 Hy C=2 F. Encuentre los valores de los elementos despues del escalamiento.

R = KR = (2000)(2.5Q) = 5KQ
L=K,L=(1/2H)(2000) = 1000H } Escalamiento en Magnitud
C=& =25 =107%F
Km — 2000
R=R=5KQ
L= KLf = 3000- = 200mH } Escalamiento en Frecuencia

_ C _10°°F _
= %; = 00 = 0-2puf

A una impedancia dada en funcién de S y no en funcién de los elementos (R, L, C) también se
le puede aplicar el escalamiento en magnitud haciendo simplemente una multiplicacién por

Kn.Z'(S) = K Z(S) (2.71)
y el escalamiento en frecuencia por medio de la siguiente expresién:
A VA = (2.72)
Ky '
Para el caso de fuentes dependientes de corriente y voltaje del tipo KV, 6 K, I, el escalamiento

en magnitud se realiza si K, 6 K, tienen unidades de impedancia o admitancia multiplicando por

K,, en el primer caso y dividiendo entre K,, en el segundo caso. El cambio de escala en frecuencia
no afecta a las fuentes dependientes.

37



38



Capitulo 3

Resonancia

3.1. Introduccion.

En forma general el fenémeno de resonancia es la condicién que existe en todo sistema fisico
cuando una excitacion senoidal de amplitud constante produce una respuesta de amplitud maxima.

El sistema resonante puede ser eléctrico, mecénico, hidraulico, actstico, etc. pero aqui se restrin-
gira la atencién a sistemas eléctricos con inductores capacitores.

3.2. Resonancia.

En una red eléctrica de dos terminales que contengan por lo menos un inductor y un capacitor,
la resonancia se define como la condicién que existe cuando la impedancia de entrada de la red es
puramente resistiva. Asi, una red estd en resonancia (o resonante) cuando el voltaje y la corriente
de las terminales de entrada de la red se encuentran en fase.

De lo anterior, la red produce una respuesta de amplitud maxima cuando se encuentra en la
condicidn resonante, o casi en la condicién resonante.

3.3. Resonancia en paralelo.

Considerando el circuito RLC paralelo mostrado en la figura 3.1:

T

i () R
el

vit)
J
f o

Figura 3.1: Circuito RLC paralelo.

la admitancia presentada a la fuente ideal de corriente es
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1. 1
Y—E'F](WC—E) (31)

por lo que, segin la definicién de resonancia, ésta ocurre cuando

1
I 2
wC "7 0 (3.2)

De la ecuacién anterior notamos que la condicién de resonancia puede obtenerse ajustando w, L
o C. Tomando como variable a w:

1 1
Wy = — o} 3.3
"= Ve fo= evic (3:3)
donde wy es la frecuencia resonante.
Y(s)=~4+ L 1 (3.4)
5= R Ls 5 '
6 2 1
+ =+
Y (s) = CS’R# (3.5)
é . .
Y (s) = C(s +a— jwg) (s + a+ jwq) (3:6)
S
donde
1
= 3.7
“~2RC (8.7)

wg = Vwo — ag (3-8)

« : coeficiente de amortiguamiento exponencial
wq : frecuencia resonante natural
circuito RLC' en paralelo).
El patrén de polos y ceros de la admitancia de entrada se muestra en la figura 3.2
De la figura 3.2 notamos que puede obtenerse la frecuencia resonante por medio de métodos
graficos a partir de la configuracién de polos y ceros, simplemente trazamos un arco con centro en el
origen del plano S y a través de uno de los ceros. La interseccién de este arco con el eje jwy positivo
localiza al punto S = jwg. Nétese como wy es ligeramente mayor que wq, pero su cociente tiende a
uno conforme la razén de wy a o aumente.
La magnitud de la respuesta del voltaje V(s) conforme varia la frecuencia de excitacién se
obtiene al multiplicar la impedancia de entrada con la fuente de corriente a la que supondremos de
tipo senoidal y de amplitud constante, por lo que:

}(relacionados con la respuesta natural del

B _I(s) s
Vi(s)=Z(s)1(s) = T(s—l—a—jwd)(s—i—a—i—jwd)

(3.9)

La grafica de la respuesta en frecuencia del voltaje de salida V(jw) se muestra en la figura 3.3,
dicha grafica se obtiene a partir de la representacion de Fourier del voltaje, que se expresa como:
I(jw) Jjw

C Gt a—jwa) (o +a+jwa)

V(jw) = Z (jw) I (jw) =
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Figura 3.2: Gréfica de polos y ceros en el plano complejo de la funcién de admitancia Y(s) de un
Circuito Resonante RLC en paralelo.

V(jw)

NI
N AR
/N

02 / ~—_

w

0.0
0.0 05 10 15 2.0 25 3.0

Figura 3.3: Respuesta en frecuencia de un Circuito Resonante RLC' en paralelo.
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Se observa que el mdximo de la respuesta se obtiene en wg y que su valor vale |I| R implicando
que el valor maximo de la impedancia del circuito vale R y ocurre a la frecuencia de resonancia wy.

Entonces, a la frecuencia resultante, el voltaje entre las terminales del circuito en paralelo es IR
y toda la corriente de la fuente I circula a través del resistor. Sin embargo, también hay corriente
en L y C dadas por:

IR
Ipo= 1

Lo = 5oL (3.10)
IC70 = jWQCRI (311)

y como, bajo la condicién de resonancia WOLC = woL entonces
Ico=—1Ir0=jwoCRI (3.12)

e

Ico+1Ip0=1Ic=0 (3.13)

Mientras que la altura de la curva depende tinicamente de R, la anchura de la curva o ancho de
banda, delimitada por wy y wo, depende de los otros dos elementos, como se verd mas adelante.

3.4. Factor de calidad Q.

La esbeltez de la curva de la respuesta de cualquier circuito resonante estd determinada por la
maxima cantidad de energia que puede almacenarse en el circuito comparada con la energia que se
pierde durante un periodo completo de la respuesta. @) se define como:

mdzxima energia almacenada

Q = factor de calidad = 27 (3.14)

energia total perdida por periodo

Como los elementos que almacenan son el inductor y el capacitor y los que disipan es el resistor
se tiene:

W (t) + Wo (1))

=2 3.15
Q=20 (315)
donde T es el periodo de la frecuencia senoidal a la que se evalia Q.
Para el circuito RLC' en paralelo se calculard el valor de Q para la frecuencia resonante.
Sea i(t) = I, coswot la corriente de excitacién, entonces el voltaje en resonancia sera:
v (t) = Ri (t) = RI,, coswpt (3.16)
La energia instantanea almacenada en el capacitor es:
1 12 R2C
We (t) = 50’02 = cos? wot (3.17)
y en el inductor es
2
1 1 (1 [t
Wi (t)=zLi; = =L — dt 3.18
L) = 518 =52 (7 [ i) (3.18)



por lo cual

I3 R*C
Wy (t) = = sin? wot (3.19)
entonces
I2 R?C
W (t) =W (t)+We(t) = mT (3.20)
Por otra parte, la potencia promedio absorbida por el resistor es PR = %IfnR y en un periodo:
PRrT = %I}nR Por lo que el factor de calidad en resonancia para una red RLC en paralelo es:
I2 R2Q
Qo = 2n——2 =21 foRC = woRC (3.21)
I?nRF
JOo
6
C R R
Qo= R\/— (constante adimensional) (3.22)

L Xco Xro

Al introducirse el factor @ en las ecuaciones de corriente del capacitor y del inductor

IC.,O = —IL70 = jwoC’RI = ]Q()I (323)

Notamos que que la corriente en magnitud se amplifica ()¢ veces y que las corrientes estan 180°
fuera de fase por lo que el circuito resonante en paralelo actia como amplificador de corriente (pero
no de potencia por ser una red pasiva).

3.4.1. Relacion entre los parametros de respuesta natural y el factor Q).

La resonancia, por definicién, esta asociada fundamentalmente con la respuesta forzada ya que
esta definida en términos de una impedancia de entrada puramente resistiva, un concepto de estado
senoidal permanente. Los dos pardmetros méas importantes de un circuito resonante son la frecuencia
de resonancia wy y el factor de calidad Q. Tanto el coeficiente de amortiguamiento exponencial como
la frecuencia resonante natural pueden expresarse en términos de wg y g como:

- 1 B 1 _ wo
- 2RC - 2(@0/&)00)0 - 2@0

2
wg =\/wi —a? =wpy[1l— (Té%) (3.25)

El factor caracteristico del numerador de Y (s) para la red RLC en paralelo puede escribirse
como s2 + 2as + wi 0 52 4+ 2Cwps + wi (¢ factor de amortiguamiento relativo).
Al comparar las expresiones se obtiene que

(e

(3.24)

c=2 - 1 (3.26)
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Figura 3.4: Localizacién de los polos y ceros de la admitancia Y (s).
Figura 3.5: Polos y ceros de la admitancia Y'(s).

3.4.2. Interpretacion de )y en términos de la localizacion de los polos y
ceros de la admitancia Y(s) del circuito RLC en paralelo.

Supéngase L, C'y wg constantes y variece R. Entonces si R aumenta (Qy aumenta y si R — oo
Qo también y wg= wp y &« = 0 = los ceros se localizan en S = +jwy. Si R disminuye @y disminuye

y cuando R valga %1/% o sea Qo = %,
representan valores de Qo tan poco comunes que no se les prestara atencién. Finalmente cuando
Qo = 5 los ceros se localizaran en S = —0.1wy + 70.9950wy por lo que la diferencia entre wd y wy es

menor que el 1%.

se tiene un doble cero en S = —wyp. Valores menores de R

_ R+jel)ze Rt jwl (3.27)
" R+jwl+ s JjwRC—w?LC +1 |
5 (R+ jwL)[(1 — w?LC) — jwRC] (3.28)
= (- wPLOR T 2R |
 _ B =&?LC) + W?LRO + jlwL(1 = w?LO) — wR*C] (3.29)
= (1 —w?2LC)? + (wRC)? '
WLl = w*LC) = wR*C = ¢ (3:30)
wL —WPL*C — wR?C = ¢ (3.31)
_ 2
w(L — R*C —w’L*C) = ¢ = wf = % (3:32)

Ejemplo 6 (Ejemplo 14.2 del libro Hyatt) R=6KW, C=0.1mF, L=0.1 H

a) wo = —= = 1000

b) Qo = R\/% =6
2
¢) wg = woy/1 — (ﬁ) — 9965.22

d)a:z“%*
e)c:ﬁ:

Ejemplo 7 (Ejemplo 14.3 del libro Hyatt) Qo = 40, fo = 440Hz, Y (fwe) = 500u8 red resonante
RLC paralelo,

UJ2
w, = 2mfo = A=, 500 x 1070 = ¢ 72
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3.5. Frecuencias de mitad de potencia y ancho de banda de
un circuito resonante.

A las frecuencias wy y wy se les denominana frecuencias de mitad de potencia dado que el voltaje
cuyo valor es 0.707 veces el voltaje resonante es equivalente a un voltaje al cuadrado cuyo valor es
la mitad del voltaje al cuadrado en resonancia. Por lo tanto a dichas frecuencias el resistor absorbe
la mitad de potencia que absorberia en resonancia . A w; se le conoce como frecuencia inferior de la
mitad de potencia y ws se le conoce como frecuencia superior de la mitad de potencia.

El ancho de banda (de la mitad de potencia) se define como la diferencia de las frecuencias de la
mitad de potencia

B = W2 — W1 (333)

Para poder expresar a B en terminos de Qg y wg considere la ecuaciéon de admitancia del circuito
RLC en paralelo

Y==+j (wC— %) (3.34)

en términos de Qq:

1 1 [ wwoCR woR
Y =— — — 3.35
R t R ( wo ww0L> ( )
o
Y ! 1+5Q Y [en resonancia Y ! (3.36)
=— . n resonanci =—. .
R Jo wWo w R
Para obtener una magnitud de Z = % es necesario que Y = \/5% en wy y way esto se lograra
haciendo:
Qo<°ﬂ—ﬂ)—1yQo(ﬂ—ﬂ>——1 (3.37)
wo w2 Wo W1
despejando:
1\ 1
_ 1 ) - = 3.38
w1 wo + <2Q0) 2@0 ( )
1\* 1
= 1 — ] - — 3.39
w1 wWo + <2Q0) 2@0 ( )
el tomar la diferencia:
w
B = Wy — W1 = Q—Z (340)
al multiplicar wy por wy se obtiene
Wi = w; wy (3.41)
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Figura 3.6: Polos y ceros del circuito RLC.

Figura 3.7: Vector S — Ss.

Wy = w1 W2 (342)

o0 sea que wyp es la media geométrica de las frecuencias de mitad de potencia.
Entre mas alta sea la ), la banda es mas angosta, es decir, se tiene una mayor selectividad de
frecuencia.

3.5.1. Aproximaciones de Y (s) para () alta.

De manera arbitraria se establecera que un circuto con un valor alto de @) es aquel para el cual
Qo es mayor que o igual a 5.

En la figura 3.6 se muestra el patron de polos y ceros de Y (s) para un circuito RC'L en paralelo
cuya @ es de b.

Como a = 2%)0 entonces o = %B y puede hacerse una aproximacién de los ceros a:
1

52)4 = —Q :I:jwd = —§B :tjwo (343)

y w1y wa:
- <1 + L ) (3.44)
w12 =w — .
1,2 0 200

o

w1y we estan a la mitad
wi =wo £ §B de un ancho de banda de la
frecuencia de resonancia

Obtengamos ahora la magnitud de la admitancia para frecuencia cercana a la de resonancia. Para
ello se constituye los tres valores desde las frecuencias criticas hasta el punto de prueba. Como el
punto esta cercano a jwg entonces el vector desde el polo vale jwy aproximadamente y el que viene
desde el cero inferior valdra j2wg aproximadamente.

Entonces la admitancia esta dada por

y(s) = U2 5 =58) Ly o g (3.45)

jw
PR T S24 S 4 1

C' es la constante multiplicada como se ve en Y (s) = C'~——Hg—LC

Observe la siguente figura:

de la figura3.7 el vector S — Sy viene siendo aproximadamente:

1
S~ Sy = 5B +j(w—w) (3.46)

la expresion seria exacta si se reemplaza wy por wy.
Sustituyendo esta expresion en la anterior y factorizando %B :
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w—wo
1B
nancia” y abreviarse por N, asi:

la fraccién

Y(s) = (14 )
donde
N = “r2£ ntimero de semianchos de bandas fuera de la resonancia.
De lo aznterior, paraws N =1y paraw; N = —1.

La aproximacién de | Y (jw) | viene siendo muy sencilla:

Y (juw) |= /T N2

R
y el angulo

angY (jw) =tan"' N

(3.47)

(3.48)

puede interpretarse como ” el numero de semianchos de banda fuera de la reso-

(3.49)

(3.50)

(3.51)

Estas aproximaciones son validas para frecuencias que no dirieren de la frecuencia resonante en

mas de un décimo de la frecuencia de resonancia

O.ng S w S 1.10.)0 QO Z 5

Con ésto se comete un error en magnitud o en fase menor que el 5 %.

Ejemplo 8 (Ejemplo 14.4 del libro Hyalt)

fo=600Hz2
fi=

f2=
flaproz -
f2aproz -
Qo=3

(3.52)

Ejemplo 9 (Ejemplo 14.5 del libro Hyatt) RCL paralelo R = 100092, C = 50uF, L = 80mH, Q

alto Z entrada?

Y(jw) = LV1+ N2 N =g
: _ 1 _ 1
Z(jw) = Yo) W, _wﬁ
B = Q_[()) QQ = wRC

Ejemplo 10 (Ejemplo 14.6 del libro Hyatt) Obtener los valores exactos del ejemplo 14-5
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Figura 3.8: Resonancia en Serie.

3.6. Resonancia en Serie

Considere el circuito RLC' en serie mostrado en la siguiente figura
[La frecuencia de resonancia w,, es la frecuencia a la cual la parte imaginaria de la impedancia
de entrada se hace cero, o el dngulo de la impedancia se hace cero; entonces:|

1
wo,s - /—LSOS

[Q,s se define como 27 que multiplicar al cociente de la méxima energfa almacenada en el circuito,
entre la energia perdida durante cada periodo del circuito] es decir:

(3.53)

Lg
QOS = WQR—S (354)

w1 ¥ wo son la frecuencia a las cuales la respuesta de corriente es igual al 70.7 % de la respuesta
méxima. Las expresiones exactas y aproximadas (para valores altos de @, ) para estas dos frecuencias
son:

1\ 1 | . 1
Wi18,28 = Wyg 1+ (W) F W = Wys F §B (355)
0S 0S

donde By, ancho de banda de mitad de potencia, esta dado por

wOS

Bs = wag —wis = (3.56)
Qus
También, para @), altos, la expresion aproximada de la impedancia de entrada es:
Zs = Ry(14 jN,) = Ry\/1 + N2/tan" ' N, (3.57)
donde
w—w
Ny = ——2 (3.58)
iB

La ecuacién anterior es valida para frecuencias que no difieren de la frecuencia resonante en mas
de un décimo de la frecuencia resonante.

Este circuito produce una baja impedancia en resonancia mientras que el circuito resonante
paralelo produce una alta impedancia, ademas produce voltajes en el capacitor y en el inductor dos
veces mayor que el de la fuente [amplificador voltaje en resonancial.

Ejemplo 11 (Ejemplo 14.7 del libro Hyatt)

C=1uF R =160 B = 500rad/s
a) w,?
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Capitulo 4

Redes Generales de dos Puertos o
Bipuertos

Una red cualquiera que tenga dos pares de terminales, uno de ellos denominado ”terminales de
entrada” y el otro "terminales de salida”, es un elemento muy importante en sistemas electréonicos,
sistemas de comunicacion, sistemas de control automatico, sistemas de distribucién y de transmisién,
u otros sistemas en los que una senal eléctrica o la energia eléctrica entra por las terminales de
entrada, sufre la accién de la red y la abandona por las terminales de salida. El par de terminales de
salida puede estar conectado con las terminales de entrada de alguna otra red. Un par de terminales
por las que entra o sale una senal de la red recibe el nombre de puerto, y una red que solo tenga
un par de dichas terminales recibe el nombre de red de un puerto. No pueden hacerse conexiones a
ningun otro nodo interno a la red de un puerto, por lo cual es evidente que en la figura 4.1, ¢, debe ser
igual a 5. Cuando ésta presente mas de un par de terminales la red recibe el nombre de red de varios
puertos. En la figura 4.2 se muestra la red de dos puertos a la cual esta dedicada principalmente este
capitulo. Las corrientes en los dos alambres integran cada puerto deben ser iguales, por consiguiente
iq = 1p € ip = iq en la red de dos puertos mostrada en la figura 4.2. Las fuentes y las cargas deben
conectarse directamente entre las dos terminales del puerto si se van a usar los métodos de este
capitulo, en otras palabras, cada puerto puede conectarse solo a una red de un puerto o a un puerto
de una red de varios puertos.

Los métodos especiales de andlisis que se desarrollan para las redes de dos puertos, o simplemente
bipuertos hacen resaltar las relaciones de voltaje y corriente en las terminales de las redes y eliminan
la naturaleza especifica de las corrientes y voltajes dentro de las redes.

4.1. Red de un puerto

Parte del estudio introductorio de las redes de uno y dos puertos se efectiia mejor utilizando una
notacion de redes generalizadas y la nomenclatura abreviada para los determinantes. En consecuen-
cia, si se escribe un sistema de ecuaciones de lazos para una red pasiva.
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Figura 4.1: Red de un puerto.

I 15
e -
o— ———0
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Linear
Vi network A
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I I

Figura 4.2: Red de dos puertos.

Zuh 4+ Zilh + Zizls + - + Zinly = Wi
Zaly + Zyply + Zyly + -+ + ZonIn = Vo
Znnhh  + Zsolo + Zssls + - 4+ ZsnIn = V3 (4.1)
Znihh + Znols + Znslzs + - 4+ ZnnIn = Vi

Donde se ha supuesto que se tienen N lazos, las corrientes aparecen en el orden de los subindices
en cada ecuacién, y el orden de las ecuaciones es el mismo de las corrientes. También se supone
que la LVK se aplica de forma que el signo de cada termino Z;; sea positivo; el signo de cualquier
Z;;(i # j) o el termino mutuo puede ser positivo o negativo.

Si hay fuentes dependientes dentro de la red, entonces no todos los coeficientes en las ecuaciones
de lazos tienen que ser resistencias o impedancias.

Supdngase que la red de un puerto que se muestra en la figura 4.3a tiene solo un elemento pasivo
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y fuentes dependientes; también se supone aplicable la linealidad. Una fuente ideal de voltaje V; esta
conectada al puerto, y la corriente de la fuente se identifica como la corriente en el lazo 1. Entonces

por el proceso ya conocido,

Vl Z12 Zl3 ZlN
0  Za Zo ZaNn
0 Zz2 Zs3 Z3N
0 Zn2 Zns ZNN (4.2)

I

le Z12 Z13 ZIN
Zor  Zoy a3 ZaN
Z31  Z32  Zs3 Z3N

Zn1 Zn2 Zns ZNN
o de manera mas breve,
A1q
L =V1— 4.3
1 Ay (4.3)
por lo tanto,
V; AZ
- (44)

Figura 4.3: Red resistiva de un puerto.

Ejemplo 12 : Calcule la impedancia de entrada para la red resistiva de un puerto que se muestra
en la figura 4.3. Solucion: Primero se asignan las 4 corrientes de malla como se muestra y después

se escribe el determinante del circuito por inspeccion:

10 —-10 O 0
-10 17 -2 =5
0 -2 7 1
0 -5 -1 26

AZ =
Su valor es 9680 9. Al eliminar el primer renglén y la primera columna se tiene:
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17 -2 -5
Ay=| -2 7 —1|=27780°
-5 —1 26

., . . . _ 9680 _
Asf la ec.4.4 proporciona el valor de la inpedancia de entrada. Zen: = Sy = 3.48 ().

Ejemplo 13 Encuentre la impedancia de entrada de la red que se muestra en la figura 4.3. Solucion:
Las 4 ecuaciones de malla se escriben en términos de las 4 corrientes asignadas:

10, —10I, = W,
—10I, + 17, — 213 —5I, = 0
2+ T3 -1, = 0
—05I3+15I; = 0
y
10 —-10 0 0
| -10 17 -2 -5 | 3
AZ = 0 9 ; ) =590
0 0 -05 15
17 -2 =5
Ap=|-2 7 =1]=15902
0 —-05 1.5
lo que da:
590
Tomt = — = 3.71Q
1= 159 = 37

También puede optarse por un procedimiento similar que se usa con ecuaciones de nodo y que
da la admitancia de entrada:

1Ay
Zent a All

En donde Ap; ahora se refiere al menor de AY

Yont = (4.5)

Ejemplo 14 use la ecuacion 4.5 para determinar otra vez la impedancia de entrada de la red que
se muestra en la figura 4.4. Solucion para este ejemplo se ordenan los voltajes en los nodos Vi, Va,
V5 de izquierda a derecha, se elige la referencia en el nodo inferior, y se escribe en la matriz se
admitancias del sistema por inspeccion:

0.35 —0.2 —0.05
Ay =| —-02 1.7 -1 |=0.34753
—0.05 -1 1.3

1.7 1

A”_‘ -1 1.3

‘ =1.21 52
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Figura 4.4: Red resistiva de un puerto que incluye una fuente dependiente.

de forma que:

0.347
Yent = —+ =102
T TR
lo que corresponde a:
Zent = L _ 3.48Q
0287

4.2. Teorema de la reciprocidad:

Cualquier dispositivo para el cual Z;; = Zj; recibe el nombre de elemento bilateral, y un cir-
cuito que contiene solo elementos bilaterales se llama circuito bilateral. Por lo tanto una propiedad
importante de una red bilateral de dos puertos es:

Y12 = Y21

y se le distingue llamandole teorema de reciprocidad:

En cualquier red bilateral lineal pasiva, si la tinica fuente de voltaje V, en la rama
x produce las respuestas de corriente I, en la rama y, entonces al quitar la fuente de
voltaje de la rama x y colocarla en la rama y producird la respuesta de la corriente I,
en la rama z.

4.2.1. Teorema de reciprocidad en su forma dual:

En cualquier red bilateral lineal pasiva si la tnica fuente de corriente I, entre los
nodos x y x’ produce las respuestas de voltaje V,, entre los nodos y 3’ entonces al quitar
la fuente de corriente de los nodos x y 2’ y colocarla en los nodos y y 3’ produciré la
respuesta de la corriente Vj, entre los nodos = y z'.
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Figura 4.5: Pardmetros de Admitancia.
Figura 4.6: Ejemplo.

4.3. Parametros de admitancia Y

En todo lo que sigue se supondra que la red esta compuesta de elementos lineales y no contiene
fuentes independientes; las fuentes dependientes si estdn permitidas en algunos casos especiales se
impondran condiciones adicionales a la red.

Se considerara la red de 2 puertos en la figura 4.5; el voltaje y la corriente en las terminales de
entrada son Vj e I1 y V5 e Is y estdn definidas en el puerto de salida. I; e I se eligen entrando a la
red por los conductores superiores y saliendo en los conductores inferiores. Como la red es lineal y no
contiene fuentes independientes dentro de ella, puede considerarse que I es la superposicién de dos
componentes, una de ellas causadas por Vi y la otra por V5. Cuando se aplica el mismo argumento
a I puede emplearse el sistema de ecuaciones.

I =YV + Y2V (4.6)

Iy =Y V1 + Yooy (4.7)

Donde las Y no son mas que constantes de proporcionalidad, sus dimensiones deben ser A/V
o siemens. Reciben el nombre de parametros Y y estdn definidos por las ecuaciones 4.6 y 4.7, se
pueden expresar de forma matricial como:

I Yii Yoo |41
_ 4.8
[ I, } { Yo Yo || Ve (48)
Cada uno de los pardametros Y pueden escribirse como una razon de corriente-voltaje ya sea

V1 = 0 (las terminales de entrada en corto circuito), o bien V3 = 0 (las terminales de salida en corto
circuito):

Y= \1/_11|v2:0 Yio = \1/_12|v1:0
(4.9)
Yo = \1/_21|v2:0 Yoo = \1/_22|v1:0

Debido a que cada parametro es una admitancia que se obtiene poniendo un corto circuito en
el puerto de entrada o salida, los parametros Y reciben el nombre de pardmetros de admitancia de
corto circuito.

Y11 = admitancia de entrada de corto circuito

Yio = admitancia de transferencia de corto circuito
Y52 = admitancia de salida de corto circuito

Y51 = admitancia de transferencia de corto circuito

Ejemplo 15 FEncuentre los pardmetros de admitancia de corto circuito para la red de 2 puertos de
la figura.6a.

Solucién: Los valores de los pardmetros pueden obtenerse aplicando la ecuacién 4.9. Para de-
terminar Y71, la salida se conecta en corto circuito y se calcula a razén de I; a V;. Esto puede
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Figura 4.7: Parametros de impedancia.

lograrse haciendo V3 = 1V, ya que entonces Y11 = I1. Por inspeccién es evidente que 1V aplicado a
la entrada, con la salida en corto circuito, causara un corriente de entrada de (% + %) = 0.3A. En
consecuencia, Y117 = 0.30.

Para obtener Yjo, las terminales de entrada se ponen en corto circuito y se aplica 1V a las
terminales de salida. La corriente de entrada circula a través del corto circuito y vale I; = —%A.
Asi que Y12 = —0.10.

Usando métodos similares: Yo1 = —0.10 Yoy = 0.150

Por lo tanto las ecuaciones que describen esta red de 2 puertos esta determinada por los parame-
tros de admitancia son

Iy = 0.3V, — 0.1V,
L= —01V; + 0.15V, (4.10)
0.3 —-0.1
Y = [ 01 015 ] (Todos en U) (4.11)

Cualquier dispositivo para el cual Z;; = Zj; recibe el nombre de elemento bilateral, y un circuito
que contiene solo elementos bilaterales se llama circuito bilateral.

Yis =Yy (4.12)

4.4. Parametros de impedancia

De nuevo se comienza con la red de dos puertos lineal general que no contiene ninguna fuente
independiente. Las corrientes y los voltajes se definen en la figura 4.7.

Vi =Zuh + Zi2ls (4.13)

Vo = Zonlh + Za2 1o (4.14)
Z1n Zi2

V] = I 4.15

vl [ Zon  Zaa ] ] (4.15)

Los parametros Z se conocen como pardmetros de impedancia de circuito abierto y se obtienen
igualando a cero cada una de las corrientes de las ecuaciones 4.13 y 4.14:

Zn = ‘[/_11|12:0 Zip = ‘[/_21|11:0
(4.16)
Zn = Pl Z22= £l
Transformacién de parametros de impedancia a parametros de admitancia.
‘ V1 Zlg ’ Vl Z12 ‘
Vo Z Vo Z
I = 2 422 | _ 2 Z22 (4.17)
Zon  Zaa
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Figura 4.8: Construcciéon del equivalente Thevenin general de la red de 2 puertos.

De la ecuacion 4.17 se obtiene en forma matricial:

222 Zl2 All A21
L="2Vi+ (-2 V="V + (-2 |V 4.18
! AZ1+(AZ)2 Az P \"az)"” (4.18)
e
Zgl le A12 A22
L=(-Z\Vi+2Vh=—"ZV+ 2V, 4.19
2 (AZ> VAL VAR VS (4.19)
es decir:
Yu=3% =33 Yio=-3% = -3
(4.20)
Yu=-%=-% Ye-33-%

Primero necesita suponerse a una configuracién especifica del circuito de entrada, y se seleccio-
nard una fuente de voltaje Vs (signo positivo en la parte superior) en serie con una impedancia Z,,
asi, Ve =V1i + 1 Z,.

al combinar este resultado con las ecuaciones 4.13 y 4.14 puede eliminarse V; e I, y se obtiene:

I Z12221
Vo= Vit |Zog— —F| I 4.21
2= 7+ Z, [ 2= 7 ZJ 2 ( )
Z12 221
Lsal = Log — ————— 4.22
e (4.22)
Si la impedancia del generador Z; = 0 se obtiene una expresién mas sencilla:

Z11 499 — L2 Z. AZ 1

Z,, = 21142 12421 _ _ 1 (4.23)

AR Z1n Yoo

4.5. Parametros hibridos

Los parametros hibridos se definen escribiendo el par de ecuaciones que relacionan a Vi, I, Va,
e Iy como si Vj e I, fuesen las variables dependientes:

Vi= huli + hi2Vs
Io = hotliy + haolh

[‘g}:[h]{{é] (4.25)

La naturaleza de los parametros se comprenden haciendo primero V5 = 0
hi1 = ‘I/—ll |v,—0: impedancia de entrada de corto circuito

(4.24)

ho1 = % [v,=0 : ganancia de corriente directa de corto circuito
Haciendo I; = 0
his = % |1,—0: ganancia de voltaje inverso de circuito abierto

hoy = L2 |1,=0: admitancia de salida de circuito abierto
v, =0
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Figura 4.9: Parametros de trasmision.

Como los pardametros representan una impedancia, una admitancia, una ganancia de voltaje y
una de corriente, es comprensible que reciban el nombre de pardametros hibridos.

Estos pardametros se emplean principalmente en el anilisis de transistores y normalmente se
le asignan los siguientes subindices: i (input) entrada f (forward) directa r (reverse) inverso o
(output) salida.

4.6. Parametros de transmision

Vi= tuVa — ti2ls
4.26
I = to1Vo — toals ( )

Vi t11 tio Va
= 4.27
[11] {tm tzz}[—b] ( )

Los signos menos que aparecen en las ecuaciones deben asociarse con la corriente de salida (—1I3).
En consecuencia, tanto I; como —I; estan dirigidos hacia la derecha, es decir hacia la direccién de
la energia o transmisién de la senal.

4.7. Redes equivalentes

La red de 3 terminales mostrada en la figura 4.10 recibe el nombre de A de impedancias, mientras
que la red de la figura 4.11 se llama Y.

Figura 4.10: Red de dos puertos en configuracién m o A.

I\ Zy + ZaZs + Z321)

ZAZ(

4.28
Z179 + ZoZs + Z3 7
ZB:( 12y + ZaZs + Z3Z) (4.29)
Z3
Z1Zo + ZoZs + Z3Z
Zc:( 129 + ZyZs + Z3Z7) (4.30)

Z
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Figura 4.11: Red de dos puertos en configuracién 7' o Y.

YAVA:
= 4.31
YT Za+ Zp+ Zc (4.31)

ZBZc
Jyg= —" —— 4.32
> T Za+Zp+ Zc (4.32)

ZaZlc
f3=——""— 4.33
ST Za+Zp+ Zc (4.33)

Una red puede sustituirse por la otra si se satisfacen ciertas relaciones especificas entre las
impedancias, y estas interrelaciones pueden establecerse mediante el uso de los parametros Y y se
tiene que:

1 1 1
Yii= — 4+ _— = 4.34
H Za ZB Z1 + (ZQZ?,)/(ZQ + Z3) ( )
1 73
Yio=Yy = —— = — 4.35
e T Ty Z1 Ty + ZoZis + Z3 2 (4:35)
1 1 1
Yoo = — 4+ — = 4.36
22 Zc ZB Zo + (Z1Z3)/(Z1 + Zg) ( )
Estas ecuaciones pueden resolverse para Z4, Zp, Z¢ en términos de 21, Zs, Z3 :
I1 2o + ZoZ3 + Z37
Za— 142 + 4ol + L34, (4.37)
Z3
I1 2o+ ZoZis + Z37
7y = 142 + ZoZ3 + 4324, (4.38)
Z3
I\ Zo + ZoZis + Z3Z
Ze = 142 + 4oz + 4324, (4.39)
Z1
O para las relaciones inversas:
ZaZpB
li=—""— 4.40
Y A+ Zp+ Zc (4.40)
ZBZ¢c
Jg=——" 4.41
T Za+Zp+ Zo (4.41)
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ZaZc
Za+Zp+ Zco
Estas transformaciones con frecuencia son tutiles al simplificar redes pasivas, y evitar la necesidad
de efectuar andlisis de mallas o nodos.

Z3 (4.42)

Ejemplo 16 Encuentre la resistencia de entrada del circuito de la figura 15-11a

Solucion: primero se hace la trasformacion A-Y . La suma de las 3 resistencias que forman esta
Aes1+4+3=28K. El producto de los 2 resistores conectados al nodo superior es 1 x4 = 4 Q2.
De este modo, el resistor de la Y es 4/8 (). si se repite este procedimiento para los otros 2 resistores
se obtiene la red que se muestra en la figura b.

La ganancia de voltaje se define como:

Vs
Gy = —
YT
La ganancia de corriente se define como:
I
G, =22
=7

La ganancia de potencia se define como:

Psal . Re(—%%];)

=45
Pent Re(%‘/ljik)

Gp =

Ejemplo 17 Para un transistor en configuracion emisor comun representado por sus pardmetros
[Z], el cual esta excitado por una fuente senoidal ideal Vs en serie con un resistor de 500 Q. En-
cuentre: Gv, Gr, Gp, Zent, Zsal-

103 10
[Z] - |: _106 104 :|

Vi = 10°I, + 101, (4.43)
Vo = —10%1 + 10*1, (4.44)
V, = 5001, + V3 (4.45)
Vo = —10*1, (4.46)

sustituyendo 4.43 en 4.45
Vi = 15001, + 101, (4.47)

sustituyendo 4.46 en 4.44
0=—10°1 + 2% 10L, (4.48)
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Resolviendo el sistema de ecuaciones:

2 % 10% 1

b=V = avi 8 (4.49)
I = iv (4.50)

92 = 40 S .

%Vs
Gr=-2— =50 (4.51)
5000V S

Vi = 10°——V, + 10-=V, = 0.75V. (4.52)

! 2000 ° 40 5 0T '
Vo = 105y, + 101 v, = o507, (4.53)

2000 ° 40 °° s '

—250V,
Gy 0TV 333.333 (4.54)
Re[—1VoI]  Re[—21(=250V,)(LV,
Gp _ 8[ 12 2*2] _ 8[ 12( )540 )] — 16670 (455)
Re[5V1I}] Re[5(0.75V;) (5555 Vs)]
0.75V.
Tomt = ———=— =1500Q 4.56
t T 0.0005V, (4.56)
—106)(10)

Zea = 10% — (=10%)(10) = 16.66666 K 4.57
! 103 + 500 (4.57)

4.8. Conexiones en paralelo de redes de 2 puertos

Cada bipuerto tiene un nodo de referencia a sus puertos de entrada y salida, y si los bipuertos

estan conectados en paralelo de modo que tengan un nodo de referencia comun, entonces para la
red A:

[La] = [Ya] [Va] (4.58)
Ig =14, + 14, (4.59)
Va=Va, =Va, (4.60)
Para la red B:
(18] = [YB] [VE] (4.61)
pero
Va=Vp =V (4.62)
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Figura 4.12: Conexién en paralelo de redes de 2 puertos.

I=1I,+1p (4.63)

asi que:

(1] = ([Yal + [YB)[V] (4.64)

4.9. Conexién en serie de redes de 2 puertos

Si cada una de las redes de 2 puertos tiene un nodo de referencia para su entrada y salida, y si
estas referencias estdn conectadas entre si, entonces I; circula a través de los puertos de entrada de
las 2 redes en serie, esto es valido también para Iy (Ver Figura 4.13.

Val = [Zal[14]
Vp] = [ZB][IB]

4.10. Red de 2 puertos en cascada

Los voltajes y las corrientes terminales se indican para cada uno de los bipuertos y las relaciones
correspondientes de los parametros ¢ son, Para la red A:

HEZIEAES .
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+ +
+ ) "t
Vla Na V2a
— -
+ +
Vis N Vai
-/ ~ - N

I Iy L, Iy L, [
O——0— 00— - 0—0
+ + + + + +
\) Vo N, Vie€ Vo Ny Vip A
. ) . ) . .

Figura 4.14: Conexién en cascada de redes de 2 puertos.

Para la red B:

[ i } = lis] { o ] (4.66)
Combinando A y B, se tiene:
[ 2 } = [tallts] { 4 ] (4.67)

Por lo tanto, los pardmetros ¢ para las redes en cascada (Figura 4.14) se calculan mediante el

producto matricial:

[t] = [tallts] (4.68)
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to1 =

= %|12:0

im0
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tiz = —flvs

L lv—o
tog

(4.69)



Capitulo 5

Circuitos Polifasicos.

5.1. Potencia instantanea.

La potencia instantanea en estado senoidal permanente debida a un voltaje senoidal general
v(t) = Vi, cos(wt + 6) y la corriente i(t) = I,,, cos(wt + ¢) asociados con el dispositivo en cuestion es:

p(t) = Vply cos(wt + 0) cos(wt + ¢) (5.1)

= Viln B cos(2wt + 6+ &) + % cos(f — ¢)

= %lem cos(2wt + 6 + &) + %VmIm cos(f — &)

Partiendo de la ecuacion 5.1, encontramos que la potencia promedio es:

T
P - %/0 p(t)dt (5.2)

%lem cos(f — ¢)

6 en términos de sus valores eficaces:

P = %\/iVef\/iIef cos(f — ¢) (5.3)
= Vepleycos(f — ¢)

al producto Vgrl.s se le conoce con el nombre de potencia aparente y esta dada en términos de
VA (volts-amperes). Dado que cos(f — ¢) no puede tener una magnitud mayor a 1, la magnitud de
la potencia real nunca puede ser mayor que la potencia aparente.

La razon de la potencia promedio o real a la potencia aparente recibe el nombre de factor de
potencia F'P.

entonces:

_ Potencia promedio P

FP (5.4)

~ Potencia aparente  Veyl.;
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Por lo que para el caso senoidal:

FP =cos(6 — ¢) (5.5)

En donde 6 — ¢ es el angulo que el voltaje adelanta a la corriente.

En una carga puramente resistiva , el voltaje y la corriente estan en fase y F'P = 1 es decir la
potencia real es igual a la potencia aparente, aunque si se eligen valores adecuados de inductancias y
capacitancias a una frecuencia de operacién especifica, es posible obtener una impedancia de entrada
con un angulo de fase igual a cero.

Las cargas puramente reactivas producen un F'P = 0 pues la diferencia de fase entre el voltaje
y la corriente es de £90° (—90° para cargas inductivas y +90° para cargas capacitivas).

Por definicién el F'P se define en funcién de la fase de la corriente con respecto al voltaje. Asi una
carga inductiva tendra un F'P atrasado y una carga capacitiva un F'P adelantado.

Ejemplo 18 Para el circuito de la figura 5.1, encuentre la potencia promedio entregada por una

de las cargas, la potencia aparente suministrada por la fuente y el factor de potencia de las cargas
combinadas.

le 2~y g »
N o Z ) . =
{ |
r — ’:- f
{ | i
) 2\ i
o & oY) L
6OLE “Nvms T L+ 5 7

Figura 5.1: Circuito para el ejemplo.

60£0° _ 60£0° 60£0°

Is: . = — =
2 _j1+1+j5 3+j4 5453.1°

=124 — 53.1° Ayms
Paparente de la fuente — 60(12) =T20VA

Ppromcdio de la fuente = 720 COS(O + 5310) =432W

La carga superior recibe una potencia promedio de
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122(2) = 288W

y la carga de la derecha:

122(1) = 144W

La suma de las potencias promedio da:

288W + 144W = 432W

Entonces la fuente proporciona 432W de los cuales 288W se disipan en 2 — j1 y 144W en
14 554

Finalmente

P 432
Verlep  60(12)

6 del coseno de la diferencia de angulos entre la corriente y el voltaje:

FP =

cos [0° — (=53.1°)] = cos(53.1°) = 0.6

5.2. Potencia Compleja.

La potencia compleja esta definida por :

S =Veplly = Vegley @79 = P+ jQ (5.6)

de la ecuacién 5.6 observamos que la magnitud de la potencia compleja es igual a la potencia
aparente y el angulo de la potencia compleja es igual al dngulo del factor de potencia. Se observa
también que la potencia promedio o real es igual al término P y por lo tanto el término @ se le
conoce como potencia reactiva y se cuantifica en VAR (volts-ampere reactivos). Por lo tanto:

P = Veplef cos(0 — ¢) (5.7)

Q = Veflef sin(9 — (;5) (5.8)

Ejemplo 19 Para el circuito mostrado en la figura 5.3. Calcule:
a’) PL7 |S|L

b) Binea; |S|Pérdidas de la linea

C) |S|fuente
d) FP

a)
23040° ~230£0° 23040°

= — - =16.914 — 17.1°
1+1+11+44 13444 13.6417.1°
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Figura 5.2: Diagrama vectorial de la potencia compleja.

Por el signo — se deduce que la carga es inductiva.
P = (16.91)° (11) = 3145W
Vi = (11+j49)(16.914 — 17.1°)

= (11.7419.98°) (16.91£ — 17.1°)
— 197.8442.88°

S|, = (16.91) (197.84) = 3345V A

Piinea = (16.91)° (2) = 571.9W

IS| imeq = Plinea = 571.9V A

(puesto que es puramente resistiva)
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230 Vews @ L '.*“\jf'cﬂl
A

Figura 5.3: Circuito del ejemplo.

1S] fuente = 230 (16.91) = 3889.3V A

En este caso la potencia real es igual a la potencia aparente debido a que la carga es puramente
resistiva (6 real)

FP =cos(f —¢) = cos[0° — (—17.1°)] = cos(17.1°) = 0.95
5.3. Sistemas Polifasicos.
Para designar corrientes y voltajes polifasicos es conveniente utilizar una notaciéon de doble

subindice por definicién V,; es el voltaje de el punto a al punto b independientemente de la trayectoria
elegida para unir estos dos puntos tomando como ejemplo la figura 5.4.

| 3
o
) y /:‘f"‘ LL

° - b
Figura 5.4: Diagrama de trayectorias entre los puntos a y b.
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Vao = Vae+Vea+Vap (5.9)
= Vaa+Va
- Vaz + Vzb

donde x es cualquier punto.
Partiendo de lo anterior podemos representar un sistema trifasico de voltajes de la siguiente
manera (figura 5.5):

et rarrienao de 1o an
LA - Mmanera:

5 g

\T\ oo 8 AR ERY

% \,
- N il
e U O G- g

{001 V. porlo que
S 126° \ s
100 =il

o

C

Figura 5.5: Sistema trifdsico de voltajes.

Van = 100£0° Vpos
Vi = 1004 — 120° (5.10)
Vi = 1004 — 240°

por lo que
Vab = Van + Voo = Van — Vi (511)
Vae = 100£0°—100£ — 120°
— 100 — (=50 — j86.6) (5.12)
= 173.2430°

La ecuacién 5.12 esta representada en la figura 5.6.

De manera semejante es posible emplear la notacion de doble subindice a las corrientes asi la
corriente I, se define como la corriente que circula de a hacia b a través de la trayectoria directa,
generalmente esta trayectoria pasa por un solo elemento los subindices indican el sentido de las
corrientes sin embargo se emplean flechas que indican la direcciéon cuando pudiera existir confusion
(ver Figura 5.7).

Ejemplo 20 Si Vi3 = 20430° = 17.32 + 510, Vo4 = 154 — 100° = —2.6 — j14.77, V14 = 30480° =
5.2 4+ 529.5 calcular Vig, Vs y V4.
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Figura 5.6: Diagrama fasorial de voltajes.

Figura 5.7: Ejemplo de trayectorias confusas.

Vie = Viu+ Vi =Vig—Voy
30480° — 154 — 100°

= (5.2429.5) — (—2.6 — j14.7)
= 7.81+ j44.3 = 45480°
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Vog = Vo1 +Viz=—Vio+ Vi3

= —454£80° + 20430°
—(7.81 + j44.31) + (17.32 + 510)
= 9.5 —734.31 = 35.64 — 74.5°

Vag = Vao+Vog = —Voz + Voy
= —35.64 —74.5° +15£ —100°
= (9.5 — j34.31) + (—2.6 — j14.77)
—12.1 4 519.53 = 234£121.8°

Ejemplo 21 Sabiendo que en la figura 5.8: I,q = 3A, In; = 2A e I;, = —6A, calcule

1. I
2. Iy,
3. I

Figura 5.8: Circuito del ejemplo para cdlculo de corrientes en base a sus trayectorias.
Resultado:
Iy =5 Ipa=3 Igp=0 Ing=7 In;=2 Ipnpy=-9 Ip=7 I;=3 IL; =11 It =
~1 I;=3 D=9
5.4. Sistema monofasico de tres conductores.

Una fuente monofésica de tres conductores se define como aquella fuente que tiene tres terminales
de salida tales como A, N y B en donde los voltajes Vg, v V,; son iguales.
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Eols
‘FQQ)J\;TQ’ F l—-~m~ — A
& ;1,%
wxmmf&»%\c % ;i_,. o A
é& 3 iz( 'lr 0 ‘O
|
CondueTores =

EH5Y

Figura 5.9: Fuente monofasica de tres conductores.

Vab = 2Van = 2an

(5.13)
Los voltajes Vg, v Vip tienen el mismo angulo de fase, de ahi el nombre monofasico, sin embargo
el voltaje de los alambres exteriores y el alambre central 6 neutro estan desfasados 180°. Es decir:

Van = —Vin (5.14)

Van+%n20

(5.15)
Si se colocan cargas idénticas Z, entre cada conductor exterior y el conductor central (como se

muestra en la Figura 5.10), la corriente en el neutro es igual a cero y por lo tanto el conductor
central se puede eliminar sin modificar ninguna corriente o voltaje en el sistema.

Lan Lnb
Ia == = I = —
A Zp Bb Zp

(5.16)
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Figura 5.10: Circuito con cargas idénticas.

por lo que:

Ion =1y + 14 = Iy — Ion =0 (5.17)

Lo anterior se consigue gracias a que las cargas y las fuentes son iguales, por lo que recibe el
nombre de carga balanceada y fuente balanceada respectivamente. En otras palabras, como conse-
cuencia de una carga balanceada o simétrica la corriente en el conductor central o neutro serd igual a
cero y esta condicién se mantendrd independientemente de la carga que se coloque entre las puntas.

Consideremos ahora el caso mas general de un sistema monofasico con cargas distintas entre cada
linea y neutro y otra carga conectada entre las dos lineas externas, tal como el mostrado en la figura
5.11.

obtenienedo las ecuaciones de malla por la LCK:

V. = b4l — 501, — 313
0 = —507 + (170 + j10)To — 10075
= —=3I; — 10015 + 10413

en forma matricial:

\%4 54 —50 -3 L
0 =| =50 170+ 310 -100 Iy
|4 -3 =100 104 I3

A = 135.35x10%424.47°
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Figura 5.11: Circuito con cargas desbalanceadas.

V=50 -3
0 170+ 410 —100
| v -100 104
- A
170 4+ 510  —100 ~50 -3 —50 -3
V' ~100 104 “0' ~100 104 ‘+V‘ 170 + j10  —100
- A

11.244 — 19.84° Aypps = 10.57 — j3.81 Appns

54V -3
~50 0 —100
~3 V104
L = ~
~50 —100 b4 -3 e -3
- _V'—s 104 +0'—3 104‘_‘/‘—50 —100'
- A

= 9.384 —24.47° Ay pps = 8.53 — j3.88 Appys
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54 —50 1%
—50 170+ 410 O

~3 —100 14
I = X
~50 170+ j10 54 —50 54 —50
I T ‘_0’ -3 —100’“/’ ~50 170+ 510
- A

= 10.364 —21.79° Ayps = 9.62 — j3.84 Ay s

la corriente en el conductor central o neutro sera:

Iy =13 — I = (9.62 — j3.84) — (10.57 — j3.81) = —0.95 — j0.03 = 0.954 — 178.19° A,
las corrientes de linea son:

I.a=1 =10.57 - j3.81 = 11.244 — 19.84° A5

Igy, =13 =9.62 — j3.84 = 10.364 — 21.79° A,ps

las potencias disipadas en cada carga son:

Pso = |I, — I|* (50) = |2.04 + j0.07|? (50) = (2.045)%(50) = 208.2 W
Pioo = |13 — I (100) = [1.09 + j0.04]* (100) = 118.97 W
Paoyjio = | I2? (20) = (9.38)% (20) = 1759.68 W

> Pearga = 2086.85 W

las pérdidas en cada linea son:

Poa=|L7(1)=126.33 W
Py = |I5)° (1) = 107.34 W
P = |Ln?3)=|Is—L]*(3)=27TW

Z Prinea = 236.3TW

La potencia proporcionada por las fuentes debe ser igual a:

> Paarga+ Y Pinea = 2323.2W

verificando:
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P, = 115(11.24) cos (19.84°) = 1215.87 W

Py = 115(10.36) cos (21.79°) = 1106.27 W

La potencia entregada por las fuentes es:

Py + Py, =2322.14 W

La eficiencia de la transferencia de potencia es de:

S Prarga ~2086.85

- = 100 = 89.82
Z PCU«TQG + Z Hinea 2323.2 x %

n

5.5. Circuitos Trifasicos.

Las fuentes trifasicas tienen tres terminales, llamadas las terminales de linea, y pueden tener o
no una cuarta terminal, la conexién neutra. Se comenzard analizando una fuente trifasica que si
tiene una conexién neutra. Puede representarse como tres fuentes ideales de voltaje conectadas en
Y, como se ve en la fig.5.12; se dispone de las terminales a, b, ¢ y n. Sélo se consideraran fuentes
trifasicas balanceadas, que pueden definirse como :

|Van| - |‘/bn| - |‘/cn| (518)
y
Van + %n + ‘/cn =0 (519)
2 &
AN :
.8

(=

Figura 5.12: Fuentes ideales de voltaje conectadas en Y.

Estos tres voltajes, cada uno definido entre una linea y el neutro, reciben el nombre de voltajes
de fase. Si arbitrariamente se escoge a V,,, como la referencia, donde V, representa la amplitud rms
de cualquiera de los voltajes de fase; entonces, la definicién de la fuente trifasica indica que :

Si se elige como referencia V,,, = V,40°

7



Vin = VpL —120°
Secuencia de fase positiva 6 abc (5.20)
Ven = Vp4 —240°

Vin, = Vp£120°
Secuencia de fase negativa 6 cba (5.21)

Ven = Vp4£240°
La primera se llama secuencia de fase positiva, o secuencia de fase abc, y se muestra en la
fig.5.13a, la segunda recibe el nombre de secuencia de fase negativa, o secuencia de fase cba, y se
indica por medio del diagrama fasorial de la fig.5.13b. Es evidente que la secuencia de fase de una
fuente trifésica fisica depende de como se elijan ( arbitrariamente ) las terminales nombradas a, by
c. Siempre pueden elegirse de manera que se tenga una secuencia de fase positiva, y se supondra que

esto se ha hecho en la mayor parte de los sistemas con los que se trate en este curso.

9

Figura 5.13: Secuencias de Fase: a)Positiva y b)Negativa.
A continuacidn, se determinarédn los voltajes de linea a linea ( o simplemente voltajes de ”1linea”),
los cuales estdan presentes cuando los voltajes de fase son como los mostrados en la fig.5.13a. Es méas

facil hacer esto con la ayuda de un diagrama fasorial, ya que todos los angulos son multiplos de 30°.
En la fig. 5.14 se muestra la construccién resultante.

Vab = V3V, 430°  Vie =V3BVpd —90° Vo = V3V, 4 —210° (5.22)
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La ley de voltajes de Kirchhoff requiere que esta suma sea cero, y, en efecto, es igual a cero.

Vab + Ve + Ve =0 (523)

Vie

Figura 5.14: Diagrama Fasorial de voltajes.

Denotando por V; , la amplitud de los voltajes de linea, entonces una de las caracteristicas
importantes de una fuente trifidsica conectada en Y puede expresarse como:

Voltaje de Linea = Vi = V3V, (5.24)

Obsérvese que, con la secuencia de fase positiva, V,, adelanta a Vj, y Vi, adelanta a V,, 120°
en cada caso, y también que V,;, adelanta a Vi v Vi adelanta a V,,, de nuevo por 120°. Lo anterior
es cierto para la secuencia negativa si "atrasa” se pone en lugar de ”adelanta”.

Ahora se conectard la fuente una carga trifasica balanceada conectada en Y, usando tres lineas
y un neutro, como se ve en la figura 5.15. La carga estd representada por una impedancia Zp,
conectada entre cada linea y el neutro. Las tres corrientes de linea se calculan muy facilmente, ya
que en realidad se tienen tres circuitos monofédsicos con una conexién comun :

Van
Ioa = 5.25
A= (5.25)

Vi  Vand — 120°
Iip=— = ———— =144 —120° 5.26
8= Z A (5.26)
I.c = I,a4 —240° (5.27)

y por lo tanto,

I,y =Iga+Lip+1.c=0 (5.28)

Asi, si tanto la carga como la fuente, y si los cuatro alambres tienen una impedancia igual a cero,
el neutro no transporta corriente. ;Cémo cambiaria si se insertase una impedancia Zj, en serie con
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Figura 5.15: Fuente trifasica conectada a una carga trifasica.

una de las tres lineas y una impedancia Z,, en el neutro? Evidentemente, las impedancias de linea
pueden reducirse con las impedancias de la carga; esta carga efectiva sigue estando balanceada, vy,
si el neutro es un conductor perfecto, podria eliminarse. Entonces, si no se producen cambios en el
sistema con un cortocircuito o un circuito abierto entre n y N, puede insertarse cualquier impedancia
en el neutro y la corriente en el neutro seguird siendo igual a cero.

Por lo tanto, si se tienen fuentes balanceadas, cargas balanceadas e impedancias de linea balancea-
das, un alambre neutro de cualquier impedancia puede reemplazarse por cualquiera otra impedancia,
incluyendo un cortocircuito y un circuito abierto. A menudo es ttil visualizar un cortocircuito entre
los dos puntos neutros, ya sea que realmente esto presente o no un alambre neutro; asi, el problema
se reduce a tres problemas monofasicos, todos idénticos excepto por las diferencias de fase. En este
caso se dice que el problema se resuelve ”por fases”.

Ejemplo 22 Para el circuito de la fig.5 calcule las corrientes y voltajes en el circuito, y la potencia

total. Como uno de los voltajes de fase es dado, y como se supone una secuencia de fase positiva,
los tres voltajes de fase son:

Van = 200£0° Vi = 2004 — 120° Ve = 2004 — 240°

Zp = 100£60°Q

El voltaje de linea vale 200v/3, 6 346 V;..s; el angulo de fase de cada voltaje de linea puede deter-
minarse construyendo un diagrama fasorial, como se hizo anteriormente. De hecho, puede aplicarse
el diagrama de la figura 5.14, y V5, es 346430° V.

Se resolvera la fase A. La corriente de linea es
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Figura 5.16: Circuito trifésico del ejemplo.

Vin  200£0°
Toa = -2 = 22 =24 — 60° Ayms
ATz, T 100460°

y la potencia absorbida por esta fase es, por tanto,

Pan =200(2) cos (0° 4+ (—60°)) = 200W

Entonces, la potencia total absorbida por la carga trifdsica es de (3)200 = 600 W. La solucién
del problema se completa dibujando un diagrama fasorial y obteniendo de éste los dngulos de fase

apropiados que se aplican a los demas voltajes y corrientes de linea. El diagrama completo se muestra
en la fig.5.17.

Ejemplo 23 Los métodos por fase también se pueden utilizar para resolver problemas en lo que
podria llamarse la direccion opuesta. Supongase que se tiene un sistema trifasico balanceado con un
voltage de linea de 300 Vims, y que se sabe que estd alimentando a una carga balanceada conectada
en Y con 1200 W a un F'P de 0.8 adelantado. Cudal es la corriente de linea y la impedancia de carga,
por fase? Es evidente que el voltaje de fase vale 300/v/3 Vyms y que la potencia, por fase es de 400
W. Entonces la corriente de linea puede obtenerse a partir de la relacion de potencia,

400 = 3—\2§(IL)(0.8)

=I5, = 2.894, s

La impedancia de fase esta dada por :
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Figura 5.17: Diagrama fasorial para el ejemplo.

7, = Yo _30NV3 g
P 289

Como el FP es de 0.8 adelantado (es decir el voltaje se adelanta a la corriente), el dngulo de fase
de la impedancia es cos™1(0.8) = —36.9°, y Zp = 604 — 36.9° Q.

Pueden manejarse cargas mas complicadas con facilidad, ya que los problemas se reducen a
problemas monofésicos méas simples.

Si una carga conectada en Y desbalanceada esta conectada a un sistema trifiasico que por lo deméds
estd balanceado, el circuito atn puede ser analizado por fases si el alambre neutro esté presente y si
tiene una impedancia igual acero. Si cualquiera de estas dos condiciones no se cumple, deben usarse
otros métodos, tales como el andlisis de mallas o el de nodos. Sin embargo, aquellos, ingenieros que
traten la mayor parte del tiempo con sistemas trifasicos desbalanceados, veran que el uso de las
componentes simetricas representa un gran ahorro de tiempo.
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Capitulo 6

Circuitos Acoplados
Magnéticamente.

6.1. Inductancia Mutua:

En Circuitos I se definié la inductancia especificando la relacion entre el voltaje y la corriente
entre las terminales como (empleando la convencién pasiva de signos):
di(t)
v(t) = L—= 6.1
(=15 (6.1)
y que el fundamento fisico de esta relacién se basa en:

1. La produccién de un flujo magnético por una corriente, siendo el flujo proporcional a la corriente
en inductores lineales

2. La produccién de un voltaje por el campo magnético variable con el tiempo, siendo el voltaje
proporcional a la rapidez de cambio con respecto al tiempo del campo magnético o del flujo
magnético.

Considere ahora un par de bobinas cercanas una de la otra. Una corriente que fluye en una
bobina establece un flujo magnético alrededor de esa bobina y también alrededor de la segunda; el
flujo variable con el tiempo que rodea a la segunda bobina produce un voltaje entre sus terminales.
Este voltaje es proporcional a la rapidez de cambio con respecto al tiempo de la corriente que circula
en la primer bobina.

Asi la inductancia mutua M para el circuito 6.1a es

V2 (t) = Mgl dlcllit) (62)
y en 6.1b,
U1 (t) = M12 dlzit) (63)

Figura 6.1: Inductancia Mutua 1.
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Figura 6.2: Inductancia Mutua 2.
Figura 6.3: Inductancia Mutua 3.

donde:

Mo, : Inductancia que en Lo produce una respuesta de voltaje debido a una fuente de corriente en
L.

M5 : Inductancia que en L produce una respuesta de voltaje debido a una fuente de corriente en
Lo.

Mas adelante se mostrara que Mo = Moy = M.
El acoplamiento mutuo entre dos bobinas se indica por medio de una flecha doble. La inductancia
mutua se mide en Henrys y siempre es ().

6.2. Convencion de los puntos.

La convencién de los puntos hace uso de un punto colocado en uno de los extremos de cada
una de las bobinas que estan mutuamente acopladas. El signo del voltaje mutuo se determina como
sigue.

” Una corriente que entra por la terminal punteada de una bobina produce un voltaje de circuito
abierto entre las terminales de la seqgunda bobina, cuyo sentido es el de la direccion indicada por una
referencia de voltaje positiva en la terminal punteada en esta seqgunda bobina”.

Asi mismo,

” Una corriente que entra por la terminal no punteada de una bobina suministra un voltaje de
marcado positivamente en la terminal no punteada de la sequnda bobina”.

Ejemplo:

En general

Asi, el voltaje entre las terminales de L; estard compuesta de 2 términos dado que circula una
corriente diferente de cero en cada una de las bobinas produciendose un voltaje mutuo an cada una
de ellas debido a la corriente que circula en la otra bobina. Dicho voltaje mutuo estard presente
independientemente de, y en adicién a, cualquier voltaje de autoinduccién. De lo anterior el voltaje
en Lq es:

din(t) | izt
dt dt
donde cada uno de los signos de los componentes es dependiente de las direcciones de las corrien-
tes, polaridad adoptada por el voltaje y la colocacién de los puntos.
Para Ly el voltaje es:

v = Ll (64)

dis(t) , din(t)

~ I
ey dt

Ejemplo:
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Figura 6.4: Inductancia Mutua 4.

Figura 6.5: Inductancia Mutua 5.

diq () diz ()
=-L M 6.6
v T T a (6.6)

dia(t) diq1(t)
=-L M 6.7
2 . M (6.7)

v la misma convencién de signos aplica a la frecuencia compleja s
‘/1 = —SL1[1 + SMIQ (68)
s = jw y en estado senoidal permanente s = jw

‘/1 = —ijlll —l—jwMIg (69)

Tarea: Leer pag. 449 y 450 sobre ” Enlace de flujos y convenciones de puntos” Ref. fig 15-4
Ejemplo:
En estado senoidal permanente s = jw,

I (14 1(j10) — 90I, = 10 (6.10)
15(400 + 100(510) — 590I; =0 (6.11
1+410 10
B —j90 0

I, = . .
14510 —790
—790 400+ 41000

= 1724/-16.7° (6.12)

6.3. Consideraciones de Energia

En esta seccién se tomara en cuenta la energia almacenada en un par de inductores acoplados
mutuamente, para ello se hace referencia a la figura 6.6

Figura 6.6: Inductancia Mutua 6.

En dicha figura se considera que i1, i, v1 y v2 valen inicialmente cero estableciendose asi una
energia inicial almacenada igual a cero en la red. Si ahora aumentamos la corriente i, desde cero
hasta un valor constante I; en el tiempo ¢ = ¢; manteniendo en circuito abierto las terminales del
lado derecho, la potencia que entra a la red en cualquier instante es:

. diy |
V111 = ngll (613)
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v la que entra desde la derecha es

’Uzig =0 (614)

ya que 79 = 0, entonces la energia almacenada dentro de la red hasta el tiempo t; es:

t1 ty 1
/ ’Ulildt :/ Llildil = —L1]12 (615)
0 0 2

Ahora se mantiene a i constante, i1 = I; y se deja que iy varie desde cero en t = ¢; hasta un
valor constante I» en ¢ = t3. La energia entregada por la fuente de la derecha es:

to ta 1
/ Ugigdt = / LQiQdiQ = §L2122 (616)

t1 0

durante este mismo periodo de tiempo la fuente de la izquierda también entrega energia dada
por:

to to de to
/ v111dt = Myg——irdt = Myo1y / dio = MyoI 15 (617)
t t dt 0

y la energia total almacenada en la red cuando ambas 71 e i2 han alcanzado valores constantes
es:

1 1
Wiotal = 5Ll.rf’ + 5L2122 + M12I, I, (6.18)

De manera semejante puede realizarse el calculo de la energia almacenada si partiendo de cero
ahora se incrementa ¢ desde cero hasta un valor constante Is en t = t; y luego i1 desde cero en
t = t1 hasta un valor constante I; en t = t,, asi:

1 1
Wiotal = §L1[12 + 5/:2122 + M215 15 (6.19)

dado que las condiciones iniciales y finales son las mismas, los valores de energia almacenada son
idénticos por lo que se deduce que:

My = M21=M (6.20)

Si una corriente entra por la terminal punteada mientras que la otra sale también por la terminal
punteada, el signo del término de la energia mutua se invierte

1 1
W = 5Ll.rl2 + 5L2122 ~ MILI (6.21)

De manera general

w(t) = %Lli%(t) + %Lgi%(t) + Miy()ia(t) (6.22)

dado que la ecuacién 6.22 representa correcta,mente la energia almacenada cuando los valores
instantaneos de 71 e i son I; e Is.

Como w(t) representa la energia almacenada en una red pasiva, ésta no puede ser negativa para
ningun valor de 41,i2, L1, L2 o M. Empleando el concepto anterior puede establecerse el limite
superior para el valor de M.
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Figura 6.7: Inductancia Mutua 5.

Figura 6.8: Transformador Lineal.

Suponga que 71 e iz son ambas positivas o ambas negativas, entonces de la ec. 6.22 el tinico caso
en que la energia podria ser negativa es:

1 1
W= §L1i§ + §L2i§ — Miyis (6.23)
completando el cuadrado
1
W= 5(\/le'l — /Lai2)* + v/ L1 Laiyia — Miyis (6.24)

comow >0y %(\/Llil — V/Lgis)? > 0 entonces:

vV Ly Loivig > Miqts (625)
M < \/LiL, (6.26)

Por lo que el limite superior de M es la media geométrica de las inductancias de las dos bobinas
entre las que existe la inductancia mutua. Si 71 e i2 tuviesen signos contrarios se llegaria al mismo
resultado eligiendo el signo positivo de la ecuacién 6.22.

El grado en el que M se aproxima su valor maximo se describe en forma exacta por el coeficiente
de acoplamiento k que se define como:

M
VLiLo
Los valores mayores de k corresponden a bobinas cercanas fisicamente que se arrollan y orientan
para dar un flujo magnético comun mas grande o bien se les proporciona una trayectoria comun a
través de un material con alta permeabilidad (que permite concentrar y localizar el flujo magnético).
Bobinas que tienen un coeficiente de acoplamiento cercano a uno se dice que estan fuertemente

acopladas.
Ejemplo 15.4

0<k<1 (6.27)

6.4. El transformador lineal

Un transformador puede definirse como una red que contiene dos o maés bobinas acopladas
magnéticamente. En la figura se muestra un transformador lineal con dos corrientes de malla.

Las inductancias L1 y Lo se conocen como primario y secundario del transformador respectiva-
mente. Asi mismo, la malla que usualmente contiene la fuente recibe el nombre de primario mientras
que la segunda malla que es la que usualmente contiene la carga recibe el nombre de secundario. Se
supondra que el transformador es lineal, es decir, que no se usara un material magnético que origine
una relacién no lineal de flujo contra corriente.

Considere la impedancia de entrada en las terminales del circuito primario.
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Figura 6.9: Red equivalente T.

Veo=117Z11 — Is. M (6.28)
0=—15L M+ 1,759 (6.29)
donde

Z11 = Ry + sy (6.30)
Zog = Ro + sLo + Zo (631)

de donde

s s2M?

Leontrada = — = 211 — 6.32
trad 2 n- (6.32)

re . 2 2 . 7z s . .
donde al término —% se le denominara impedancia reflejada.
Si el acoplamiento se reduce a cero la impedancia de entrada es simplemente Z1; y conforme va
. . . . 2 2
aumentando, la impedancia de entrada difiere de Z;; por la cantidad — 2.

Z22
Haciendo s = jw (operacién en estado senoidal permanente).

w?M?
Zen rada ' =7 ] T~ 6.33
trada(Jw) = Z11(jw) + T T 7 %m (6.33)
2M?R jw2M?X
= Iy o Y 22 (6.34)

RS, + X3 R +X3

como % debe ser positivo, la presencia del secundario aumenta las pérdidas en 1 circuito
primario. Por otra parte, la reactancia del secundario se refleja en el primario con un signo opuesto
al de Xs2, la reactancia neta alrededor del lazo secundario es decir wlLs + X1, que sera positiva para
cargas puramente inductivas y para cargas capacitivas puede ser + o — dependiendo de la magnitud
de la reactancia de la carga.

6.5. Transformaciéon T y 7 entre redes de tres terminales con
acoplamiento magnético.

A menudo resulta conveniente reemplazar un transformador con sus dos terminales inferiores
conectadas formando una red de tres terminales por una red equivalente en forma de T o .

6.5.1. Red equivalente T
Las ecuaciones diferenciales del circuito son:
% ]\4di2

:L —_—
v =t M

(6.35)
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Figura 6.10: Representacion esquematica.

Figura 6.11: Representacion esquematica.

vg=M—+ Lo— (6.36)
que puede escribirse como

diq diq dio

y
_ dil dig d/i2
vp = M=+ M—2 o (Ly = M)~ (6.38)

cuya representacién esquematica es

Si cualquiera de los puntos en los arrollamientos del transformador se coloca en el extremo opuesto
de su respectiva bobina, el signo de los términos mutuos serd negativo, —M . Para este caso los tres
valores de autoinductancia son Ly + M, —M y Lo + M.

Las inductancias en el equivalente T son son todas autoinductancias; no hay inductancia mutua.
Puede llegar a suceder que matematicamente se obtengan valores negativos de inductancia para el
circuito equivalente partiendo del circuito transformador, sin embargo la red no podré construirse en
la realidad. Si por el contrario el analisis matématico nos lleva a obtener un circuito equivalente T con
inductancias negativas entonces la red puede realizarse usando un transformador lineal adecuado.

6.5.2. Red 7 equivalente

Se desarrolla resolviendo 6.36 para %2 y sustituyendo el resultado en 6.35

diy M M?di,

.y - =2 6.39
sy TR T L @ (6.39)
diq Lo M
— = - 6.40
At~ LiLo— M2 ' LiL,— MZ2? (6.40)
integrando de 0 a t
Lo t M ¢
h—11(0)u(t) = ———— dt — ——— dt 6.41
= (0)u(®) L1L2—M2/0 v L1L2—M2/0 2 (6.41)
de manera similar se obtiene
-M ! Ly ¢
o —i2(0)u(t) = ———— dt+ ——— dt 6.42
iz = i2(0)u(t) L1L2—M2/0 ndt L1L2—M2/0 2 (6.42)
cuya representacién esquematica es
donde
LiLy — M?
Lp=—22_" (6.43)

M
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1 Lo 1 Ly — M

Ti Lil, M Ly ILil, 0P (6.44)
L= %_MMQ (6.45)
y
Fo = TL i Iy~ Lo (6.46)
Lo = %‘MMQ (6.47)

De nuevo, en el circuito equivalente no existe acoplamiento magnético entre inductores y las
corrientes iniciales valen cero en las tres autoinductancias. Para compensar un cambio de cualquiera
de los puntos en el transformador dado, simplemente se cambia el signo de M en la red equivalente.
También en este circuito pueden aparecer autoinductancias negativas en la red equivalente.
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