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1. RECTAS EN »3

Una linea en el plano zy se determina cuando se dan un punto sobre la linea y la direccion
de ésta (su pendiente o dngulo de inclinacién). La ecuacién de la linea se puede escribir
entonces con la forma punto-pendiente.

De igual forma, una linea en el espacio tridimensional se determina cuando se conoce un
punto P,(z,, Yo, z,) sobre L y la direccién de L. En tres dimensiones la direccién de una linea
se describe convenientemente por un vector, asi sea U un vector paralelo a L. Sea P(z,y, 2)
un punto arbitrario sobre L y sean 7, y 7 los vectores de posicién de P, y P (es decir, tiene
representaciones OP, y O]D) Si @ es el vector con representacion P:P, como en la figura 1,

entonces la ley del triangulo para la suma de vectores da 7= 7, + d.

Z\

P(x,y,z)

s (X0,Y,0Z,)

FIG. 1: Linea recta en R?



Pero puesto que @ y ¢ son vectores paralelos, hay un escalar t tal que @ = tv. Asi

7= 7 + 17, (1)

es una ecuacion vectorial de L. Cada valor del parametro t da el vector de posicion 7
de un punto sobre L. En otras palabras, cuando t varia, la linea es trazada por la punta del
vector 7. Como indica la figura 2, los valores positivos de t, corresponden a puntos sobre L
que estan sobre un lado de P,, mientras que los valores negativos de ¢ corresponden a puntos

que estan sobre el otro lado de P,.

>0

t=0

t<0

FIG. 2: Cuando t varia, la linea es trazada por la punta del vector 7

Si el vector v que da la direccién de la linea L se escribe en forma de componentes como

—

U = (vy,vy,v,), entonces se tiene t0 = (tv,, tvy, tv,). Se puede escribir también ¥ = (x,y, 2)

—

Y To = (T0, Yo, Z0), por lo tanto la ecuacién vectorial (1) se transforma en

(,y,2) = (2o + tvg, Yo + tvy, 2, + tv,). (2)

Dos vectores son iguales si y sélo si las componentes correspondientes son iguales. Por lo

tanto, se tienen tres ecuaciones escalares:



T =T, + tu,, Y = Yo + tuy, Z=z,+ tv,

(3)

donde t € R. Estas ecuaciones se llaman ecuaciones paramétricas de la linea L que pasa

por el punto B,(x,, Yo, 2,) v €s paralela al vector 7 = (v,,v,,v,). Cada valor del parametro

t da un punto (z,y,z) en L.

Otra forma de escribir una linea L es eliminar el parametro ¢ de las ecuaciones (3). Si

ninguna de las literales a,b o ¢ es 0, se puede resolver cada una de estas ecuaciones para t,

igualar los resultados y obtener

Estas eciaciones se llaman ecuaciones simétricas de L.

Dos rectas Ly y Lo con vectores direccionales v7 y U5 respectivamente, son:

(a) Perpendiculares, si v; - v5 = 0.

(b) Paralelas, si v3 = k v] para algtn escalar k # 0.
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1. PLANOS.

Un plano en el espacio se determina por un punto P,(z,, ¥, z,) en el plano y un vector 7
perpendicular al plano. Este vector ortogonal 7 se llama vector normal. Sea P(z,y, 2)
un punto arbitrario en el plano, y sean 7, y 7 los vectores de posiciéon de P, y P. Entonces

el vector 7 — 7, se representa por pP,P. (Véase figura 1).

z
A
4
P (X,y,Z) - — J‘j’f"
F\ r I’0 C,f’
P
rO
0
Z >y
X
FIG. 1: Plano

El vector normal 7 es ortogonal a todo vector en el plano dado. En particular, n es

ortogonal a ¥ — 7,, por lo tanto, se tiene



que se puede reescribir

ier=1 (2)

La ecuacién 1 o la ecuacion 2 reciben el nombre de ecuacién vectorial del plano.

Para obtener una ecuacion escalar del plano, se escribe 77 = (ng,ny,n,), 7= (z,9,2) y

—

To = (Zo, Yo, 20). Entonces la ecuacién vectorial 1 se transforma en

(n:m Ny, nz) : (iL‘ —ZLoyY — Yo, 2 — Zo) =0 (3)

o bien

nx(x_x0>+ny(y_y0)+HZ<Z_ZO) =0 (4)

La ecuacion 4 es la ecuacién escalar del plano que pasa por el punto P,(z,, Yo, 2o)

con vector normal 7 = (n,,n,,n,).
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1. COORDENADAS CILINDRICAS CIRCULARES (p, ¢, z)

Un punto P en coordenadas cilindricas se representa como (p, ¢, z) y es como se muestra
en la Fig. 1. Al observar detenidamente la figura se advierte la definiciéon de cada variable
espacial: p es el radio del cilindro que pasa por P o la distancia radial desde el eje z, el
angulo ¢ se denomina angulo azimutal y se mide desde el eje x en el plano xy y 2 tiene el

mismo significado que en el sistema cartesiano. Los intervalos de estas variables son:

FIG. 1: Coordenada cilindrica del punto P

En coordenadas cartesianas un vector A se expresa como:



—

A= (A, Ay, A) = Agiy + Ay, + A (2)

Analogamente, en coordenadas cilindricas un vector A se puede expresar por:

A= (Ay, Ag, AL) = Ay, + Ay + Az, (3)
donde a,, a, y a. son vectores unitarios en las direcciones p, ¢ y z como se ilustra en la Fig.
1. Nétese que aq no estd en grados; representa al vector unitario de A en la direccién del
angulo ¢.

La magnitud de A es

Al = (A2 + A + A2z (4)

Nétese que los vectores unitarios a,, a4 y a. son mutuamente perpendiculares ya que
nuestro sistema de coordenadas es ortogonal; a, apunta en la direccion de incremento de p,

a, en la direccién de incremento de ¢ y a, en la direccién positiva de z. Asi

Q- Gy =ty Gy = s - . = 1 (5a)
Qp- Gy =y G, = a4, =0 (5b)
G, X (g = s (5¢)
(g X b =, (5d)
(. X G, = Gy (5¢)

Las relaciones entre las variables (x,y, z) del sistema de coordenas cartesiano y las va-
riables (p, ¢, z) del sistema cilindrico se obtienen ficilmente con base a la Fig. 2, de la

manera siguiente:

p =22+ 2 gb:arctan%, z=2z (6)



7@\.

-
”
%

& T
e T

FIG. 2: Relaciones entre (z,y,2) y (p, ¢, 2).

T = pcos o, y = psin ¢, 2=z (7)

Mientras que la ecuacién (6) se aplica a la transformaciéon de un punto de coordenas carte-
sianas (x,y, z) a cilindricas (p, ¢, 2), la ecuacién (7) se aplica a la transformacién de (p, ¢, 2)
— (z,y, 2).

Las relaciones geométricas entre (G, Gy, a;) ¥ (Gp, Gg, G,) se obtienen geométricamente [1]

a partir de la Fig. 3.

G, = COsS¢ a,—sing ag

a, = sing a,+cos¢ a (8)



FIG. 3: Componentes cilindricas de a, y a,.

G, = COS¢ ay+sing a,
ap = —sing a, +cos¢ a, 9)

a, = a,



Finalmente, las relaciones entre (A,, A,, A,) y (4,, As, A,) se obtienen mediante la simple

sustitucién de la ecuacién (8) en la ecuacién (2) y el agrupamiento de términos. Asi,

—

A= (A;cosp+ Aysing)a, + (—Azsing + Ay cosp)a, + A.a,

A, = Azcos¢+ Aysing
Ay = —Azsing + A, cos ¢

A, = A,

(11)

En forma matricial, la transformacién del vector A de (A, Ay, AL) a (Ay, Ay, AL) se

expresa como

A, cosp sing 0| | Az
Ag| = | —sing cos¢ 0| | A,
A, 0 0 1| A,

La inversa de la transformacién (A4,, As, A.) — (Az, Ay, A,) se obtiene asi:

-1

A, cos¢ sing 0 A,
Azl = |—sing cos¢ 0 Ay
A, 0 0 1 A,

o directamente de las ecuaciones (3) y (9). En consecuencia,

A, cosp —sing 0| A,
Ay| = |sing cos¢ 0f |Ag
A, 0 0 1 |A,

Otra manera de obtener estas ecuaciones consiste en emplear el producto punto, por

ejemplo,



A, Qg - Qp Gy -Gy Gy - Q| | A,
Ayl = |ay-a, ay-ag ay-a,| |Ay
A, Ay Qp Qy-Qp Gy -Gy | | A,

[1] Sadiku, M. (2007). Elements of Electromagnetics. USA: Oxford University Press, Inc.



UNIVERSIDAD AUTONOMA DE BAJA CALIFORNIA

Facultad de Ingenieria, Arquitectura y Disenio -FIAD-

-Ingenieria en Nanotecnologia-

Célculo Avanzado

Prof. Dr. E. Efren Garcia G.

1. COORDENADAS ESFERICAS (1,0, $)

Un punto P puede representarse a partir de (r, 60, ¢) como se ilustra en la Fig. 1. De la
figura se observa que 1 es la distancia del origen al punto P o el radio de una esfera centrada
en el origen y que pasa por P, § (llamado colatitud) es el dngulo entre el eje z y el vector
de posicién de P,y ¢ se mide desde el eje z (igual que el angulo azimutal en coordenadas

cilindricas). De acuerdo con estas definiciones, los intervalos de estas variables son:

En coordenadas cartesianas, un vector A se expresa por

—

A= (A:qu Ay7 Az) = Amd:p + Aydy + Azdza (2)

en coordenadas esféricas, un vector A puede expresarse como

—

A= (A, Ag, Ay) = A, + Agiig + Agity. (3)

donde a,, ag y a, son vectores unitarios a lo largo de las direcciones r, 6 y ¢. La magnitud

de A es

Al = (A2 + A + A2): (4)



FIG. 1: Punto P y vectores unitarios en coordenadas esféricas.

Los vectores unitarios a,, ag y a4 son mutuamente ortogonales; a, sigue la direccion a lo
largo del radio o la direccién de incremento de r, agy sigue la direccién de incremento de 6 y

ay sigue la direcciéon de incremento de ¢. Por tanto,

Ap - Qp = Qg - Qg = Qg - Ay = 1

ar~a9:d9~d¢=a¢~drzo

&¢><dr:a9

Las variables espaciales (x,y, z) en las coordenas cartesianas pueden relacionarse con las

variables (r, 60, ¢) de un sistema de coordenadas esférico. De la Fig. 2 se deduce claramente

que

21 .2
r=+x2+y>+ 22 f = arctan x—-l-y’ ¢ = arctan ¥ (6)
z T



x = rsinf cos ¢, y = rsinfsin ¢, z=rcosf (7)
z)
[ P-rsine
Eri8s B(x,% %)
‘ A Ble e 2)
Lo 1/ g
.‘,’V
G QU:Q_, A
A2
e ¢ ;
e f s
X N
™4

FIG. 2: Relacién entre las variables espaciales (z,v, 2), (p, ¢,0) v (r,0, ¢).

En la ecuacién (6) tenemos la transformacién del punto (z,y,z) — (r,0,¢), y en la

ecuacién (7) la transformacién de (1,6, ¢) — (x,y, z).

De la Fig. 3 se deduce la relacién de los vectores unitarios (G, Gy, a.) vy (4, G, Gy) de la

siguiente manera [1]

Gy, = sinflcos¢ a, +costcosgp ay—sing ay
a, = sinfsin¢g a, +cosfsing ag+cosg a, (8)
a, = cosf a,—sinf ay



1]

: » : A
20 Ar + €050 a4,

~

5 050 4y -5m6'd,

FIG. 3: Transformaciones de un vector unitario para coordenadas cilindricas y esféricas.

a, = sinfcos¢ a,+sinfsing a,+cost a,
ag = cosfcos¢ a,+cosfsing a, —sinf a, (9)
Gy = —sing a, +cosg a,

Las componentes del vetor A = (A, A,, A.) y A = (A,, Ay, Ay) se relacionan mediante

la sustiticion de la ecuacién (8) en la ecuacion (2) y el agrupamiento de términos. Asi,

—

A

( Aysinfcos¢p+ Aysinfsing + A, cosf )a, (10)
+ ( Aycosfcosgp+ Aycosfsing — A, sinf  )ag
+ ( —Aysing+ Ay cosp  )ag

de lo que se obtiene



A, = Agsinfcos¢+ Aysinflsing + A, cost
Ay = Aycosfcosp+ Ay cosfsing — A, sind (11)

Ay = —Aysinf + Ay cos ¢

En forma matricial, la transformacién del vector (A,, A,, A,) = (A,, Ap, Ay) se efectiia

de acuerdo con

A, sinflcos¢ sinflsing cos@ A,
Ap| = |cosbflcos¢ cosfsing —sind| [ A,
Ay — sin ¢ cos @ 0 A,

La transformacién inversa (A,, Ag, Ay) — (As, Ay, A,) se obtiene de forma similar, o a

partir de la ecuacién (8). Asi

A, sinfcos¢ cosfcos¢p —sing| | A,

Ay| = |sinfsing cosfsing cos¢ Ay
A, cos —sinf 0 Ay
Alternativamente, podemos obtener estas ecuaciones usando el producto punto. Por
ejemplo,
A, Qp -Gy Qp-Qy  Gp -Gy | | Ay
Ag = d@ dw d@ 'dy d@ &z Ay
Ay Gy -Gy Q- Qy Gp-0y| | A

La distancia d entre dos puntos con vectores de posicién 77 y 75 es generalmente dada

por



d* = (13 — 1) + (y2 — 11)® + (22 — 21)? (en coordenadas cartesianas ) (13)

d* = p3 + p] — 2p1pa cos(dy — ¢1) + (22 — 21)? (en coordenadas cilindrica ) (14)

d® =15 + 1] — 2r179 cos 0y cos 0 — 2117y sin O, sin 0 cos(py — ¢1)

(‘en coordenadas esféricas ) (15)

[1] Sadiku, M. (2007). Elements of Electromagnetics. USA: Oxford University Press, Inc.
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1. SUPERFICIES DE COORDENADAS CONSTANTES

En los sistemas de coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas es facil generar super-
ficies manteniendo constante una de las variables de las coordenadas y permitiendo que
las otras dos varien.

e Si en el sistema cartesiano x se mantiene constante y se permite que y y z varien, se

genera un plano infinito. De esto se deduce la posibilidad de los planos infinitos siguientes:

xr = constante
y = constante

z = constante

Los cuales son perpendiculares a los ejes x, y y z, respectivamente, como se muestra en la

Fig. 1.

La interseccién de dos planos es una linea. Por ejemplo,

x = constante, Yy = constante

es la linea RP(Q) paralela al eje z.

La interseccién de tres planos es un punto. Por ejemplo,

T = constante, y = constante, z = constante

es el punto P(x,y, 2).
De este modo, el punto P podria definirse como la interseccién de tres planos ortogonales
infinitos. Si P es (1,—5,3), entonces P es la interseccién de los planos, x = 1, y = =5 y

z = 3.



FIG. 1: Superficies x =cte., y =cte., y z =cte.

e En coordenadas cilindricas es posible generar superficies ortogonales de la misma manera.

Las superficies

p = constante
¢ = constante

z = constante

se ilustran en la Fig. 2, en la que se advierte facilmente que p = constante es un cilindro
circular; ¢ = constante es un plano semiinfinito con su borde a lo largo del eje 2z, y z =
constante es el mismo plano infinito que en el sistema cartesiano.

La interseccién de dos superficies da lugar a una linea o un circulo. Asi,

z = constante, p = constante

es un circulo QPR de radio p, mientras que z = constante, ¢ = constante es una linea

semiinfinita. Un punto es la interseccion de las tres superficies. Por tanto,
p =2, ¢ = 60°, z2=25

es el punto P(2,60°,5).



FIG. 2: Superficies p =cte., ¢ =cte., y z =cte.

e La naturaleza ortogonal del sistema de coordenadas esféricas es evidente al considerar las

tres superficies

r = constante
6 = constante

¢ = constante

las cuales se muestran en la Fig. 3, donde se advierte que » = constante es una esfera con
su centro en el origen; § = constante es un cono circular con el eje z como eje y el origen
como vértice, y ¢ = constante es un plano semiinfinito equivalente al del sistema cilindrico.

Una linea es producto de la interseccion de dos superficies. Por ejemplo:

r = constante, ¢ = constante

es un semicirculo que pasa por () y P. La interseccion de tres superficies da como resultado

un punto. Asi,

r=5 0=30°  ¢=60°



FIG. 3: Superficies r =cte., ¢ =cte., y 0 =cte.

e En general, un punto en el espacio tridimensional puede identificarse como la interseccion

es el punto P(5,30°,60°).

Asi mismo, un vector unitario normal a la

de tres superficies mutuamente ortogonales.

relacion al plano x = 5, su vector unitario normal es + a,, mientras que a4 lo es con relacion

superficie n = constante es =+ a, donde n puede ser x, y, z, p, ¢, r o . Por ejemplo, con
al plano ¢ = 20°.
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1. CILINDROS Y SUPERFICIES CUADRICAS

A fin de bosquejar la grafica de una superficie, es 1til determinar las curvas de interseccién
de la superficie con los planos coordenados. Estas curvas se llaman trazas (o secciones
transversales) de la superficie.

Un cilindro es una superficie que consta de las lineas (llamadas generatrices) que son
paralelas a la linea dada y que pasa por una curva plana dada.

Ejemplo: Bosqueje la gréfica de la superficie z = x2.

Observe que la ecuacién de la grafica z = 22, no tiene nada que ver con y. Esto significa
que cualquier plano vertical con ecuacién y = k (paralelo al plano xz) corta a la grafica en
una curva con ecuaciéon z = 2. Asf que estas trazas verticales son pardbolas. En la figura
1 se muestra cémo se forma la grafica al tomar la parabola z = 22 en el plano zz y moverla

en la direccion del eje y.

iy
i
e
ll/ll//ﬂlll
i

iy
Wiy
Vi i
i

Wiy
i
il
il

II//”/II
ity
i

FIG. 1: Cilindro parabdlico



Una superficie cuadratica es la grafica de una ecuaciéon de segundo grado en tres

variables x, ¥y, z. La ecuaciéon mas general es

Ar? + By* + C2* + Day + Byz + Frz+Ge+ Hy+12+J =0 (1)

donde A, B, C, ...., J son constantes, pero por traslacién y rotacion se puede llevar a una
de las dos formas estandar Az? + By?> + C2*+ J =0 o bien Ar? 4+ By? + 1z = 0.

Algunos ejemplos:

NN
Mk
N

Ay
(KD
7% '0,'6,{&//& X

]

_

i

7
,

FIG. 2: Paraboloide hiperbdlico
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1. DERIVADAS PARCIALES

Sea z = f(x,y) una funcién de dos variables y sea Py(zo,yo) un punto en el dominio de
dicha funcién.

e Si en la funcién z = f(x,y) consideramos a y = yo, entonces se obtiene la funcién
21 = f(x,y0) que es una funcién que depende de una sola variable, a saber, de la variable z.

Si z; = f(=z,yo) resultase ser una funcién derivable en ¢, entonces podemos calcular su

derivada, en zy. Primero derivamos con respecto a x,

d o fle A4 hoyo) = flo,yo)
%f(% Yo) = ]lg% h (1)

y posteriormente evaluamos la drivada en zq, es decir = f(,yp) |4,. Al nimero obtenido lo
denominamos derivada parcial de z = f(x,y) respecto a x en Fy(xg, o).

e Ahora, si en la funcién z = f(x,y) consideramos a © = xg, entonces se obtiene la
funcién 2z, = f(xg,y) que es una funcién que depende de una sola variable, a saber, de la
variable y.

Si zg = f(xg,y) resultase ser una funcién derivable en g, entonces podemos calcular su

derivada, en yy. Primero derivamos con respecto a y,

d ) T
d_yf(xo’ y) = }Lli% A (2)

y posteriormente evaluamos la drivada en yq, es decir diy f(x0,Y)ly- Al ntimero obtenido lo
denominamos derivada parcial de z = f(z,y) respecto a y en Py(zo, yo).
Geométricamente lo que se ha definido se muestra en la Fig. 1.

Observe lo siguiente:



/ fﬂ(;."’l‘j'll‘)"."--‘.':

m‘: {j 0\1 = c%,( %(?‘:ﬂdlxgk

FIG. 1: Concepto de derivada parcial

Al considerar Gy como la gréfica de la funcién z = f(z,y), G es una superficie contenida

en R3.

1. Al tomar y = yo obtenemos la funcién f(z,yo) que es la curva (; contenida en el plano

y = Yo (que es paralelo al plano xz). La curva (; es la grafica de la funcién f(x,yo),

es decir, g(z) = f(z,y0).

Por tanto:
d gt h)—gle) o flethyg) - flzw)  d
Sy 9() = lim . = lim h = f@y) (3)

Al evaluar 4L f(z,y0) en z = o (2L f(2,90)|s,), Obtenemos un nimero my que es la

pendiente de la recta tangente a la curva (; en = = z, es decir,

d
%f(l‘, yO)lx:xo = my, (4)

que es la pendiente de la recta tangente T a la superficie G en el punto (xg, ¥o, 20)-



2. Al tomar x = z obtenemos la funcién f(xg,y) que es la curva (» contenida en el plano

x = xy (que es paralelo al plano yz). La curva (s es la grafica de la funcién f(zo,y),
es decir, p(y) = f(xo,y).

Por tanto:

h) — h) — d

d

Al evaluar —yf(xo,y) en y = Yo (d

= f(x, , obtenemos un numero ms que es la
dy ) Yo

d
pendiente de la recta tangente a la curva (5 en y = ¥, es decir,

C%Jf(x(]a y)|y:yo = Mg, (6)

que es la pendiente de la recta tangente 75 a la superficie Gy en el punto (g, yo, 20)-

Notese que:

1. Dada la funcién f(z,y) definida en (z¢,y,), podemos obtener la derivada
parcial de f(z,y) respecto a x en ese punto (z,y,). Calculando directamente
d

la derivada - f(z,y) considerando a la variable y como si fuera una constante

(y = yo), para finalmente evaluar dicha derivada en r =2z, y y = 4.

2. Dada la funcién f(z,y) definida en (z¢,y,), podemos obtener la derivada
parcial de f(z,y) respecto a y en ese punto (zy,y,). Calculando directamente
la derivada d% f(z,y) considerando a la variable x como si fuera una constante

(r = xy), para finalmente evaluar dicha derivada en = =zyy y = 1.

Utilizamos las notaciones siguientes:

e Para la derivada parcial respecto a =z,

0

a_mf(maw =Jfe=2 (7)

y evaluada en el punto (zg, yo)



0 e = £ (0, 90) = (0, 30)- ®)

e Para la derivada parcial respecto a vy,

0
a—yf(x,y) =Jy =2 (9)
y evaluada en el punto (zg, yo)
0
a_yf(xa y)|x:azo,y:yo = fy(an yO) - Zy(x07 yO) (1())

2. DERIVADAS PRACIALES DE ORDEN SUPERIOR

Sea z = f(z,y) una funcién de dos variables independientes. Las derivadas parciales
% = fu(x,y) y g—; = fy(z,y) son, en general, funciones de las variables z e y. Por lo que
a su vez, pueden tener derivadas parciales. Por consiguiente, las derivadas parciales de

segundo orden de una funcién de dos variables, son cuatro, puesto que cada una de las

funciones % y a_; puede ser derivada tanto respecto a x como respecto a y. Designamos las

derivadas parciales de segundo orden de la siguiente manera:

9%z . . :

° 2 = fxw(x , y), donde f se deriva sucesivamente dos veces respecto a x
%z _ . . :

° 8y2 = fyy <.CU, y), donde f se deriva sucesivamente dos veces respecto a y

2
° (3(?/ (;x = gy(%) = fxy(x N ), donde f se deriva primero con respecto a x y el

resultado se deriva con respecto a y

2
° aaxgy = %(g—;) = fym(aj; y), donde f se deriva primero con respecto a y y el

resultado se deriva con respecto a x




Las derivadas de segundo orden, a su vez, se pueden derivar de nuevo tanto respecto a

x, como respecto a y. Como resultado obtenemos derivadas de tercer orden.

93z 93z 3z 93z
® 023 | 9220y |° 0x0yox|® Hxdy?

. 032 . 032 . 932 .832
dyox?|® dyoxdy| ° y20x oy
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1. EL OPERADOR V

El operador vectorial diferencial (del o nabla) V no es un vector, sino un operador. Asi,
si f es un campo escalar, entonces fV es un operador, mientras V f da la importante funcion
vectorial llamada gradiente. De modo similar, si F es una funcién vectorial diferenciable,
entonces F - V y F x V son operadores, mientras que V - F y V x F dan las importantes
funciones escalar y vectorial llamadas divergencia y rotacional respectivamente.

Por tanto, una funcion que multiplica a V da un operador, mientras que si V multiplica

a una funcion da importantes funciones escalares o vectoriales, segiin sea el caso.

COORDENADAS RECTANGULARES

9
0z

Gradiente de f: Vf = a, Bf 4 ay 8f _|_ az f
Divergencia de F: V - F = 8F o 4 8yy _|_

Rotacional de F: V x F = CALQ; (881; 88]: )+ a, (aai %Fx )+ a. (% — %)

Operador nabla: V = a, 8% + &y a@ + a,

COORDENADAS CILINDRICAS

Operador nabla: V= @, a% + gL ; 2 L+ . =

Gradiente de f: Vf—ap + @y }J@é_'_azﬁ

0z
Divergencia de F: V- F ;8(55 0) + 19F, + OF,

p 0¢ 0z

. "' - /\ lan aF A~ aF an A~ 1 (9(pF) aF
Rotacional de F: V X F = a, (; 0 8;) + ag (8—; — 6_p) + a, ;( 8p¢ 8¢

COORDENADAS ESFERICAS



Operador nabla:  V = a, aﬁ + ag li + ag ma%s

Gradiente de f: V f = a, g{ + d 1 f + Gy rsilneg_i;
8(7«2FT) 1 (‘3(F9 sin 0) 1 0Fy

or —l— rsin 6 00 +rsin98_d>

—

Divergencia de F:V-F = lg

Rotacional de F: V x F = a4y —= (—8(F¢Sin9) — 8&) + ag 1(2 or. _ 8(TFd’)) + ag %(a(ng) —

rsin 6 a6 [olo) r\sinf O¢ or or

2. DERIVADA DIRECCIONAL

Consideremos la funcién z = f(z,y) y el punto P(x,y) definidos en un dominio D. Por
el punto P tracemos un vector unitario @, que forme con la direccion positiva del eje =z,

un dngulo 7. Consideremos un punto Q(x + Ax,y + Ay) sobre el vector a una distancia

s = y/Ax? + Ay? de P (ver Fig. 1).

A
g
QXA 3 +4Y)
> DI f
A S/ i
B //a -
oy (,"""I
b :
/\X AX ‘;’
ers & )K . -

U= eosy' 7 +smi'f

FIG. 1: Definicién del vector unitario 4.

Supongamos que z = f(z,y) es continua y tiene derivadas respecto a sus variables en el

dominio D. El incremento total de la funcién z = f(x,y) es

0z
Az 895 — Az + —

0z

2y — Ay + Az + oAy (1)

donde € y €, tienden a cero, cuando As tiende a cero. Dividiendo la ecuacién (1) por As,

se obtiene

OF,

00

)



Az 82% 0z Ay Ax Ay

o7 i A e | 2
As 8xAs+8yAs+61As+€2As )

De aqui se observa que:

_ Ar
cosy =
: Ay
iny=-—
S fy AS Y
por lo que la ecuacién (2) queda como
Az 0z n 0z . n +oesi (3)
— = — oS — sin €1 COS €9 sin
As _ or v By Y 1 Y T €281 Y

El limite de la razén % para cuando As — 0 se llama derivada de la funcién z = f(z,y)

en el punto (x,y) segun la direccién v, y se denota por (%)7 = f(z,y) = D,f.
Entonces:

. Az 0z 0z .
Aim = fi(,y) = 5 cosy + gy 07 (4)

es la derivada direccional de la funcién z = f(x,y) en la direccién del déngulo 7.

De aqui se observa que:

e Conociendo las derivadas parciales f, y f, de la funcién z = f(x,y), es facil hallar la

derivada siguiendo cualquier direccién 7.

e Las mismas derivadas parciales f, y f, se presentan como un caso particular de la

derivada direccional, es decir: i) Siy =0, Dof(z,y) = £ y ii) Siy = 7/2, Dajaf(z,y) = g—z.

Interpretacion Geométrica de la derivada direccional.
De la Fig. 2, observese que:

Az NM1

A_s = NM :tan<INMM1.

En otros términos, el cociente 22

A= es igual a la tangente del angulo formado por la secante

M M; con el plano zy (<NMM;). Cuando As — 0, esta secante M M, tiende a ocupar la



-~
~
~

t
|
______ P(*(‘i) i .
7 : !
g | @(x+AY, 1+4Y,)

FIG. 2: Interpretacién geomética de f,(x,y).

posicién de la tangente, el angulo N M M; tiende al angulo «, formado por el plano xy y

la tangente a la superficie en el “plano trazado en la direcciéon v”. Asi pues:

Az
fo(z,y) = I;I_QOA—S = tana.

Remarcando (ver Fig. 3):

e Del calculo de la derivada direccional de f(z,y) en la direccién v evaluada en el punto

P(x0,y0), es decir:

fr(z )—%cos +%sin
+\Zo, Yo _637 Y 8?/ e

se obtiene la pendiente de la recta tangente T} a la superficie z = f(z,y) en el punto

M (0, Yo, 20)-
Dado que:

e El vector gradiente (gradiente) de f(z,y) en un punto P(xg, o) es el vector

5f af .
V= @:E et 0_y Qy (5)



M (/J("; 9‘)1 20)

» Plaro Yo

- a3
E:’S"y ('XO;‘JO) = Zﬂ; Y=o

T2 Wy 7 1 y=yo
\‘*-.L\\ = S'Ij (7('1)} ‘jﬂ'}
‘1\\\
v I
2
x” R
Ty
— xaa Y
FIG. 3: Derivada direccional para vy =0y v = 7/2.
obtenido al evaluar las derivadas parciales de f en F.
e Y como el vector unitario @ = cos~y a, + sin~y a, (ver Fig. 1).
Entonces, la ecuacién (4) se puede reescribir como:
daf .
Dyf = (%)ﬂ,Pa = f+(z0,%0) = (V) - @, (6)

que es el producto escalar del gradiente de f en Fy y 4.

Propiedades de las derivadas direccionales.

Al evaluar el producto punto en la férmula

Daf =|(Vf)pl - [@]cos



se revelan las siguientes propiedades.

Propiedades de la derivada direccional Dy f =V f -4 = |(Vf)|cosf

1. La funcién f crece mas rapidamente cuando cos = 1 o cuando 4 esta en la direccion
de Vf. Es decir, en cada punto P es su dominio, f crece mas rapidamente en la

direccién del vector gradiente V f en P. La deirvada en esta direccion es
Daf = [(Vf)]cos(0) = [(V )]

2. De manera similar, f decrece mas rapidamente en la direcciéon de —V f. La derivada

en esta direccién es Dy f = [(V f)| cos(m) = —=|(V f)].

3. Cualquier direccion @ ortogonal al gradiente es una direccion de cambio nulo de f

porque 6 es igual a /2 y

Daf = |(Vf)|cos(x/2) = [(V)] -0 =0.

’Funciones de tres variables‘

Obtenemos formulas de tres variables al sumar los términos z a las f6rmulas de dos

variables. Para una funcién diferenciable f(x,y, z) y un vector unitario & = w3 i+usj+ugk

en el espacio, tenemos

Cof L of . Of.
y
- . 0f of of
Dy=Vf-u= 5 1 + ayuQ+ 5, Us- (8)

La derivada direccional puede escribirse de nuevo de la forma Dy f = V f-4 = |(V f)|cos b,
por lo que las propiedades dadas en la lista anterior para funciones de dos variables atin son
validas. En cualquier punto dado, f se incrementa méas rapidamente en la direccién de V f
y decrece mas rapidamente en la direccién de —V f. En cualquier direccion ortogonal a V f,

la derivada es cero.
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1. REGLA DE LA CADENA PARA FUNCIONES DEVARIAS VARIABLES

Usamos la regla de la cadena cuando w = w(x) es una funcién diferenciable de z, y
x = x(t) es una funcién diferenciable de ¢, es decir, es una composiciéon de funciones. Esto
hace que w sea una funcion diferenciable de ¢ y la regla de la cadena permite calcular dw/dt

con la férmula siguiente:

do _ dwdr
dt — dx dt’

Regla de la cadena para una funcién de dos variables intermedias y una
variable independiente.
Si w = w(x,y) es diferenciable y © = x(t) y y = y(t) son funciones diferenciables en ¢,

entonces w es una funcién diferenciable de ¢, por tanto:

dv Owdxr Owdy
& ordt T ogdt (1)

Para obtener la regla de la cadena para funciones de tres variables intermedias, agregamos

un término a la ecuacién (1).

Regla de la cadena para una funcién de tres variables intermedias y una
variable independiente.

Si w = w(z,y, z) es diferenciable y x = x(t), y = y(t) y z = 2(t) son funciones diferenciables



de t, entonces w es una funcién diferenciable de ¢, por tanto:

dw 8wd_:1: &u@ Owdz

dt oxdt oydt T ozdt

Regla de la cadena para una funcién de tres variables intermedias y dos
variables independientes.
Supongamos que w = w(x,y, 2), x = z(r,s), y = y(r,s) y z = z(r,s). Silas cuatro funciones

son diferenciables, entonces w tiene derivadas parciales respecto a r y s, dadas por:

ow 8w@ &u@ Ow 0z

or ozor " oyor  ozor

Ow Owdr OJwdy Owdz

95 0ros " oyos 9205 (4)

2. DERIVACION IMPLICITA

La regla de la cadena se puede aplicar para tener una descripcién mas completa del

proceso de la derivacién implicita.

Sea y = f(x), una funcién diferenciable para toda z en el dominio de f(z). Por lo

que, una ecuacion de la forma F(z,y) = 0 puede definir a y de forma implicita, es decir,

F(z,y) = F(z, f(z)) = 0.

Por lo que, para obtener dy/dx a partir de su definicién implicita, aplicamos la regla de
la cadena para diferenciar ambos miembros de la ecuacién F'(z,y) = 0 con respecto a z.

Puesto que x y y son funciones de = se obtiene:

oFdx OFdy

Pero dz/dx = 1, de este modo si 0F/Jy # 0, dy/dx se obtiene apartir de



Por otra parte, sea z = f(z,y) una funcién de dos variables, a saber, z y y. Sea la
ecuacién F(z,y, z) = 0 la definicién implicita de z como funcién de x y y. Esto quiere decir
que F(x,y, f(z,y)) = 0 para todo (z, y) en el dominio de f(z,y). Si F'y f son diferenciables,

entonces aplica la regla de la cadena para derivar la ecuacién F(x,y, z) = 0 como sigue:

OF 0z OF 0y OF 0z

%836_‘_8_1/83:_‘_%83::0 (7)
De donde,
ox dy
w7 B!

Por lo que, (7) se transforma en

OF OF 0z

e 8

ox + 0z Ox (®)
Si 0F/0z # 0, podemos obtener 0z/0x a partir de

0 o F,

i (9)

ox & F,
Analogamente,

0z B %:5 F

g — 10
oy %—5 F, (10)
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1. CALCULO APLICADO A VECTORES
A. Longitud, area y volumenes de diferenciales

Los elementos diferenciales de longitud, area y volumen son 1tiles en al calculo aplicado

a vectores. Los definiremos en sistemas de coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas.

1. Coordenadas cartesianas

En la Fig. 1 se advierte que
g

%

FIG. 1: Elementos diferenciales



e El desplazamiento diferencial estd dado por

dl = dx a, + dy 4y + dz @, (1)

En la Fig. 2 se advierte que

7

A

az Iz
% da : % Ax

(o) (b) (¢)

i

=1

FIG. 2: Areas normales diferenciales

e El area normal diferencial esta dada por

(a) dS, = dydz a,
(b) dS, = dxdz a, (2)

(¢) dS, = dxdya.

e El volumen diferencial estd dado por

dv = dxdydz (3)

En las ecuaciones (1) a (3) se advierte que dl y dS son vectores, mientras que dv es un

escalar. En la Fig. 1, observe que si nos movemos del punto P a @ (o de @ a P), por ejemplo,



dl = dy a,, porque nos desplazamos en la direccién de y, en tanto que si nos movemos de )
asS (ode Saq@), dl = dy a, + dz a,, porque tenemos que mover dy a lo largo de y, dz a lo
largo de z y dz = 0 (no hay movimiento a lo largo de x). De igual manera, el desplazamiento
de D a () significaria dl = dx a, + dy a, +dz a,.

La definicién de dS es importante. El elemento diferencial de superficie (0 area) dS puede

definirse por lo general como

dS = dS a, (4)

donde dS es el area del elemento de superfice y a,, es un vector unitario normal a la superficie
dS (G, debe apuntar en direccién de alejamiento del volumen, si dS forma parte de
la superfice que describe un volumen). Si se considera ABCD de la Fig. 1, por ejemplo,
ds = dydz a,, mientras que en el caso de la superficie PQRS, ds = —dydz a, puesto que
a, = —a, es normal a PQRS.

Lo que debe recordarse siempre acerca de los elementos diferenciales es dl y codmo obtener
de ¢l dS y dv. Una vez recordado d?, es facil hallar dS y dv. Por ejemplo, dS a lo largo de
a; puede obtenerse de dl en la ecuacién (1) multiplicando los componentes de dl alo largo
de a, y a.; esto es, dydz a,. En forma similar, ds a lo largo de a, es el producto de las
componentes de dl alo largo de a, y a,; es decir, dzdy a,. Asimismo, dv puede obtenerse de
dl como el producto de las tres componentes de dl: esto es, drdydz. Prolonguemos ahora

a otros sistemas de coordenadas la idea ya desarrollada aqui en torno a las coordenadas

cartesianas.

2. Coordenadas Cilindricas

De la Fig. 3 se deduce que, en coordenadas cilindricas, los elementos diferenciales pueden
hallarse de la siguiente manera:

e El desplazamiento diferencial estd dado por

dl = dpa, + pde iy + dz a, (5)

e El area normal diferencial esta dada por y se ilustra en la Fig. 4.



FIG. 4: Areas normales diferenciales

(a) d_:S’p =pdodza,
(b) dSy = dpdz iy (6)

(¢) dS.=pdpdas



e El volumen diferencial estd dado por

dv = pdpdpdz (7)

Como se menciond en la seccién anterior respecto a las coordenadas cartesianas, también
en este caso basta recordar cﬁ; ds y dv pueden obtenerse facilmente a partir de ella. Por
ejemplo, dS alo largo de @, es el producto de las componentes de dl alo largo de a, y agy;

esto es, dppd¢ a,. Asimismo, dv es el producto de las tres componentes de cﬁ, es decir,

dppdpdz.

3. Coordenadas Esféricas

En la Fig. 5 se advierte que, en coordenadas esféricas,

FIG. 5: Elementos diferenciales

e El desplazamiento diferencial es

dl = dr i, +rdf ag + rsin 0 do a, (8)



e El drea normal diferencial es y se ilustra en la Fig. 6.

-

FIG. 6: Areas normales diferenciales

(a) dS, =1 sinfdfdo a,
(b) dSy = rsin@drde a, (9)
(¢) dSy=rdrdfag

e [l volumen diferencial es

dv = r?* sin 0 dr df d¢ (10)

También esta vez es suficiente recordar dl, de la que se obtienen facilmente s y dv. Por
ejemplo, ds alo largo de ag se obtiene como el producto de las componentes de dl alo largo

de a, y ag; esto es, drr sinf d¢ a,; dv es el producto de las tres componentes de dl ; es decir,

drrdfr sinfdo.
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I. INTEGRALES DE LINEA, SUPERFICIE Y VOLUMEN

El ya conocido concepto de integracion se prolongara a casos en los que el integrando sea
un vector. Por una linea se entiende la trayectoria a lo largo de una curva en el espacio.
Usaremos indistintamente los términos linea, curva y contorno.

Terminologia: Supongamos que ( es una curva parametrizada x = z(t), y = y(t), z = z(t),
a<t<b,yque Ay B son los puntos inicial y terminal (z(a),y(a),z(a)) y (z(b),y(b), z(b)),
respectivamente.

Afirmamos que:

e ( es una curva suave si 2'(t), y'(t) y 2/(t) son continuas sobre el intervalo [a, b] y no son
simultaneamente cero sobre el intervalo abierto (a, b).

e ( es una curva suave por partes si consiste en un numero finito de curvas suaves
(1,Co, ..., ¢, unidas extremo por extremo; esto es, ( = G U G U ... U(,.

e ( es una curva cerrada si A = B.

e ( es una curva simple si no se cruza a si misma entre A y B.

e ( es una curva cerrada simple si A = B y la curva no se cruza a si misma.

e Si ¢ no es una curva cerrada, entonces la orientacén impuesta sobre ( es la direcciéon que
corresponde a los valores crecientes de t.

En la Fig. 1 se ilustran las definiciones anteriores.



b) Curva suave por partes

a) Curva suave

A=B

d) Curva cerrada simple
¢) Curva cerrada pero no simple

FIG. 1: Tipos de curvas

Integrales de linea

El vector desplazamiento diferencial di (en coordenadas cartesianas) a lo largo de ( es

dl = dz i+ dyj+ dz k. Si ¢ es una curva suave represenada por 7(t) para a < t < b
(r'(t) = dF/dt es continua y nunca 0). Podemos usar la ecuacién

1) = [ 17 ) dr )

-

para expresar a dl, como dl = |r(t)| dt o a dl, como dl = 77(t) dt. Las integrales que
incluyen al vector de desplazamiento diferencial dl (o dl) se llaman integrales de linea.
Consideremos las siguientes integrales de linea a lo largo de una curva ( que puede ser

abierta o cerrada:

Integrales de linea en campos escalares:

foodl e fodl

Jopdl] g gl

Integrales de linea en campos vectoriales:



.fcfxﬂ .fcfxofl

Dado un campo vectorial A y una curva L, definimos la integral

/L,m (2)

como la integral de linea de A sobre de L, vy que se representa en la Fig. 2.

. N

A
CamFO

\lectoria \

: Y10- :
Tm*} ec‘}o L o

FIG. 2: Trayectoria de integracién de un campo vectorial A sobre la curva L.

Si la trayectoria de integraciéon es una curva cerrada, como abca en la Fig.2, la ecuacion

(2) se convierte en una integral de contorno cerrado

ﬁ,m (3)

la cual recibe el nombre de circulacion de A alrededor de L.
Dado un campo vectorial A continuo en una region que contiene la superficie S, la integral

de superficie o flujo de A a través de S , como se representa en la Fig. 3 se define como



/Ad@5/£%w (4)
S S

donde, en cualquier punto sobre S, a,, es el vector unitario normal a S.

Al
: Ca\m o
50/90)}1/("/'6 : — . : \Jecbria)

FIG. 3: Flujo de un campo vectorial A a través de la superficie S.

En el caso de una superficie cerrada (que define un volumen), la ecuacién (4) se conviente

€1

wzj[[f-ands (5)
S

Adviérase que una trayectoria cerrada define una superficie abierta, mientas que una
superficie cerrada define un volumen.

Definimos la integral

/U pd (6)

como la integral de volumen del escalar p, sobre el volumen v. El significado fisico de
una integral de linea, superficie o volumen depende de la naturaleza de la cantidad fisica
representada por Ao py- Cabe senalar que JZ, ds y dv son como le definimos en la seccion

anterior.



Teorema de Stokes

e George Gabriel Stokes (1819-1903). |
Una de las figuras cientificas mas influyentes de su siglo, fue profesor Lucaciano de
matematicas en la Universidad de Cambridge, de 1849 hasta su muerte en 1903.
Sus investigaciones teodricas y experimentales versaron sobre hidrodinamica, elec-
tricidad, luz, gravedad, sonido, calor, metrologia y fisica solar. Dejo |la electricidad
y el magnetismo a su amigo William Thomson, baron de Kelvin de Largs. Otras
de esas curiosidades historicas es que el teorema que llamamos de Stokes no es de
él, en lo absoluto. Stokes lo aprendio de Thomson en 1850 y unos ainos después
lo incluyo entre las preguntas que escribio para el Premio Smith. Desde entonces,
ha sido conocido como teorema de Stokes. Pero como todo el la vida, las cosas
se balancearon: Stokes fue el descubridor original de los principios del analisis
espectral que ahora acreditamos a Bunsen y a Kirchhoff.

fﬁ-dF://vXﬁ-ﬁdr (1)
¢ S

La circulacion de un campo vectorial F' alrededor de la frontera ¢ de una superficie
orientada S en sentido antihorario respecto al vector n, normal unitario a la
superficie, es igual a |la integra de V x F'-n sobre S.



Teorema de la Divergencia

e Mikhail Vasilievich Ostrogradsky (1801-1862). |
Fue el primer matematico que publicd una prueba del teorema de la divergen-
cia. Después de que le fue negado su grado en la Universidad de Kharkhov por
el ministro para asuntos religiosos y educacion nacional (debido a su ateismo).
Ostrogradsky salio de Rusia y se dirigio a Paris en 1822, atraido por |la presencia
de Laplace, Legendre, Fourier, Poisson y Cauchy. Mientras trabajaba en la teoria
del calor a mediados de la década de 1820, formuld el teorema de la divergencia
como una herramienta para convertir las integrales de volumen a integrales de

superficie.
//ﬁ.ﬁdrszfv-ﬁdv (2)
S D

El flujo del campo vectorial F' a través de una superficie S cerrada y orientada en
la direccion del vector normal unitario n hacia afuera de |la superficie, es igual a
la integral de V - F' sobre |la region D encerrada por la superficie.



Teorema de la Divergencia

e Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
Probo el teorema antes de elaborar |la teoria de la graV|taC|on pero sus notas no
fueron publicadas si no hasta varios anos depués. (De hecho, aveces se le llama
teorema de Gauss.) La lista de los logros de Gauss en ciencia y matematicas es
verdaderamente sorprendente; abarco desde la invencion del telégrafo eléctrico
(con Wilhelm Weber en 1833) hasta el desarrollo de una teoria maravillosamente
exacta de las orbitas planetarias y trabajos de geometria no euclidiana, que luego
resultaron fundamentales para la teoria de la relatividad general de Einstein.





