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Temario General: 
1. Geometría en el espacio.                                                                  

1.1 Rectas en el espacio ( R3 ). 
1.2 Planos 
1.3 Cilindros. 
1.4 Superficies cuadráticas. 
1.5 Coordenadas cilíndricas y esféricas. 

 
2. Cálculo diferencial de funciones de varias variables.                         

2.1 Funciones de más de una variable. 
2.2 Concepto de límite y continuidad. 
2.3 Derivadas parciales de primer orden y de orden superior. 

Lunes T 11:00 a 14:00 hrs. -- 
Miércoles C 12:00 a 14:00 hrs. -- 

Propósito de la Unidad de Aprendizaje 
Esta asignatura es necesaria para la formación adecuada del 
Ingeniero, ya que proporciona las bases y principios del cálculo 
diferencial e integral de varias variables. Cálculo Multivariable es la 
rama de las Matemáticas que relaciona los procesos de límite, 
derivadas parciales e integración múltiple para la solución de 
problemas de ingeniería. Las competencias de esta unidad de 
aprendizaje son necesarias para desarrollar los temas que se 
encontrarán en etapas posteriores. 
 
Esta asignatura se ubica en la Etapa Básica (EB) con carácter de 
obligatoria.  
 

Competencia  de la Unidad de Aprendizaje 
Aplicar los conceptos y técnicas del cálculo vectorial, a partir de la 
generalización del cálculo diferencial e integral de funciones reales de 
varias variables y software orientado a las matemáticas, para abordar 
la solución a problemas multidisciplinarios de ingeniería, con una 
actitud honesta, creativa y con buena disposición al trabajo 
colaborativo. 
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2.4 Diferencial total. 
2.5 Regla de la cadena. 

 
3. Aplicaciones de derivadas parciales.                                                

3.1 Gradiente y derivadas direccionales. 
3.2 Tangentes y normales a superficies. 
3.3 Valores extremos en funciones de varias variables. 

 
4. Integración múltiple.                                                                          

4.1 Integral doble. 
4.2 Integral triple. 
4.3 Aplicaciones de integrales múltiples. 
4.4 Integrales en coordenadas cilíndricas y esféricas. 
4.5 Integrales de Superficie 

 
5. Funciones vectoriales.                                                                        

5.1 Ecuaciones paramétricas de curvas en  R3. 
5.2 Campos vectoriales. 
5.3 Integrales de línea. 

 
Evaluación: 

Calificación mínima aprobatoria del curso 
 

60.0 (SESENTA) 
 

  

Criterios de evaluación:  
 

  
1. Examen escrito individual: 

 
a. 1er Examen Parcial 
b. 2do Examen Parcial 

 

 
15% 
15% 

2. 100% de Asistencia y participación: 10% 
3. Trabajo de investigación (1 – 2):  10% 

4. Tareas semanales: 
 

50% 
 

                                                TOTAL : 100% 
5. El Examen Ordinario se  exenta si el promedio general del curso 

corresponde a la calificación mínima aprobatoria (60.0).  
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Si se presenta el examen ordinario, la calificación final corresponde a la 
calificación obtenida en dicho examen. 

6. El alumno tendrá derecho a presentar el examen ordinario, si cubre el 80% 
o más de asistencias en clases impartidas.  

7. El alumno tendrá derecho a examen extraordinario, si cubre el 60% o más 
de asistencias en clases impartidas. 

 
 
Bibliografía recomendada: 
	
  

1. 

Cálculo – varias variables 
Thomas / Finney 
Addison Wesley Longman 
Pearson 

  

2. 

Cálculo de Varias Variables 
Matemáticas III 
Larson, Hostetler, Edwards 
McGraw Hill 

  

3. 

Cálculo de  Varias Variables 
Trascendentes tempranas 
James Stewart 
CENGAGE 
Learning 

  

4. 

Cálculo Vectorial 
Jerrold E. Marsden 
Anthony J. Tromba 
Pearson 
Addison Wesley 

  

5. 

Cálculo de Varias Variables 
Dennis G. Zill, Warren S. Wright 
4ª. Edición 
Mc Graw Hill 

  

6.  
Geometría Vectorial 
René Benítez 
Trillas 

  
7. Differential and Integral Calculus 
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Frank Ayres Jr. 
Schaum’s 
McGraw Hill 

  

8. 

Manual de Fórmulas y Tablas Matemáticas 
Murray R. Spiegel 
Schaum’s 
McGraw Hill 

  
  

9. http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hframe.html 
  

10. Schaum’s outlines: Vector Analysis and an introduction to 
Tensor Analysis, 2ed. 

  

11. Advanced calculus DeMYSTiFieD. David Bachman. 
Mc Graw Hill 
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1. RECTAS EN <3

Una ĺınea en el plano xy se determina cuando se dan un punto sobre la ĺınea y la dirección

de ésta (su pendiente o ángulo de inclinación). La ecuación de la ĺınea se puede escribir

entonces con la forma punto-pendiente.

De igual forma, una ĺınea en el espacio tridimensional se determina cuando se conoce un

punto Po(xo, yo, zo) sobre L y la dirección de L. En tres dimensiones la dirección de una ĺınea

se describe convenientemente por un vector, aśı sea ~v un vector paralelo a L. Sea P (x, y, z)

un punto arbitrario sobre L y sean ~ro y ~r los vectores de posición de Po y P (es decir, tiene

representaciones ~OPo y ~OP ). Si ~a es el vector con representación ~PoP , como en la figura 1,

entonces la ley del triángulo para la suma de vectores da ~r = ~ro + ~a.

x

z

y

→
v

L

P(x,y,z)

P
o
 (x

o
,y

o
,z

o
)

O

→
r

o

→
r

→
a

FIG. 1: Ĺınea recta en <3
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Pero puesto que ~a y ~v son vectores paralelos, hay un escalar t tal que ~a = t~v. Aśı

~r = ~ro + t~v, (1)

es una ecuación vectorial de L. Cada valor del parámetro t da el vector de posición ~r

de un punto sobre L. En otras palabras, cuando t vaŕıa, la ĺınea es trazada por la punta del

vector ~r. Como indica la figura 2, los valores positivos de t, corresponden a puntos sobre L

que están sobre un lado de Po, mientras que los valores negativos de t corresponden a puntos

que están sobre el otro lado de Po.

→
r

o

t=0

t>0

t<0

x y

z

L

FIG. 2: Cuando t vaŕıa, la ĺınea es trazada por la punta del vector ~r

Si el vector ~v que da la dirección de la ĺınea L se escribe en forma de componentes como

~v = (vx, vy, vz), entonces se tiene t~v = (tvx, tvy, tvz). Se puede escribir también ~r = (x, y, z)

y ~ro = (xo, yo, zo), por lo tanto la ecuación vectorial (1) se transforma en

(x, y, z) = (xo + tvx, yo + tvy, zo + tvz). (2)

Dos vectores son iguales si y sólo si las componentes correspondientes son iguales. Por lo

tanto, se tienen tres ecuaciones escalares:
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x = xo + tvx, y = yo + tvy, z = zo + tvz (3)

donde t ∈ <. Estas ecuaciones se llaman ecuaciones paramétricas de la ĺınea L que pasa

por el punto Po(xo, yo, zo) y es paralela al vector ~v = (vx, vy, vz). Cada valor del parámetro

t da un punto (x, y, z) en L.

Otra forma de escribir una ĺınea L es eliminar el parámetro t de las ecuaciones (3). Si

ninguna de las literales a, b o c es 0, se puede resolver cada una de estas ecuaciones para t,

igualar los resultados y obtener

x− xo

vx
=

y − yo
vy

=
z − zo
vz

(4)

Estas eciaciones se llaman ecuaciones simétricas de L.

Dos rectas L1 y L2 con vectores direccionales ~v1 y ~v2 respectivamente, son:

(a) Perpendiculares, si ~v1 · ~v2 = 0.

(b) Paralelas, si ~v2 = k ~v1 para algún escalar k 6= 0.
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1. PLANOS.

Un plano en el espacio se determina por un punto Po(xo, yo, zo) en el plano y un vector ~n

perpendicular al plano. Este vector ortogonal ~n se llama vector normal. Sea P (x, y, z)

un punto arbitrario en el plano, y sean ~ro y ~r los vectores de posición de Po y P . Entonces

el vector ~r − ~ro se representa por ~PoP . (Véase figura 1).

P
o
 (x

o
,y

o
,z

o
)

→
r

o

→
r

→
r

→
r

o
-

→
n

x

y

z

O

P (x,y,z)

FIG. 1: Plano

El vector normal ~n es ortogonal a todo vector en el plano dado. En particular, ~n es

ortogonal a ~r − ~ro, por lo tanto, se tiene

~n · (~r − ~ro) = 0 (1)
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que se puede reescribir

~n · ~r = ~n · ~ro (2)

La ecuación 1 o la ecuación 2 reciben el nombre de ecuación vectorial del plano.

Para obtener una ecuación escalar del plano, se escribe ~n = (nx, ny, nz), ~r = (x, y, z) y

~ro = (xo, yo, zo). Entonces la ecuación vectorial 1 se transforma en

(nx, ny, nz) · (x− xo, y − yo, z − zo) = 0 (3)

o bien

nx(x− xo) + ny(y − yo) + nz(z − zo) = 0 (4)

La ecuación 4 es la ecuación escalar del plano que pasa por el punto Po(xo, yo, zo)

con vector normal ~n = (nx, ny, nz).
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UNIVERSIDAD AUTÓNOMA DE BAJA CALIFORNIA
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1. COORDENADAS CILÍNDRICAS CIRCULARES (ρ, φ, z)

Un punto P en coordenadas ciĺındricas se representa como (ρ, φ, z) y es como se muestra

en la Fig. 1. Al observar detenidamente la figura se advierte la definición de cada variable

espacial: ρ es el radio del cilindro que pasa por P o la distancia radial desde el eje z, el

ángulo φ se denomina ángulo azimutal y se mide desde el eje x en el plano xy y z tiene el

mismo significado que en el sistema cartesiano. Los intervalos de estas variables son:

0 6 ρ 6∞

0 6 φ 6 2π

−∞ 6 z 6∞ (1)

FIG. 1: Coordenada ciĺındrica del punto P

En coordenadas cartesianas un vector ~A se expresa como:
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~A = (Ax, Ay, Az) = Axâx + Ayây + Azâz. (2)

Análogamente, en coordenadas ciĺındricas un vector ~A se puede expresar por:

~A = (Aρ, Aφ, Az) = Aρâρ + Aφâφ + Azâz, (3)

donde âρ, âφ y âz son vectores unitarios en las direcciones ρ, φ y z como se ilustra en la Fig.

1. Nótese que âφ no está en grados; representa al vector unitario de ~A en la dirección del

ángulo φ.

La magnitud de ~A es

| ~A| = (Aρ
2 + Aφ

2 + Az
2)

1
2 (4)

Nótese que los vectores unitarios âρ, âφ y âz son mutuamente perpendiculares ya que

nuestro sistema de coordenadas es ortogonal; âρ apunta en la dirección de incremento de ρ,

âφ en la dirección de incremento de φ y âz en la dirección positiva de z. Aśı

âρ · âρ = âφ · âφ = âz · âz = 1 (5a)

âρ · âφ = âφ · âz = âz · âρ = 0 (5b)

âρ × âφ = âz (5c)

âφ × âz = âρ (5d)

âz × âρ = âφ (5e)

Las relaciones entre las variables (x, y, z) del sistema de coordenas cartesiano y las va-

riables (ρ, φ, z) del sistema ciĺındrico se obtienen fácilmente con base a la Fig. 2, de la

manera siguiente:

ρ =
√
x2 + y2, φ = arctan

y

x
, z = z (6)
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FIG. 2: Relaciones entre (x, y, z) y (ρ, φ, z).

o

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = z (7)

Mientras que la ecuación (6) se aplica a la transformación de un punto de coordenas carte-

sianas (x, y, z) a ciĺındricas (ρ, φ, z), la ecuación (7) se aplica a la transformación de (ρ, φ, z)

→ (x, y, z).

Las relaciones geométricas entre (âx, ây, âz) y (âρ, âφ, âz) se obtienen geométricamente a

partir de la Fig. 3.

âx = cosφ âρ − sinφ âφ

ây = sinφ âρ + cosφ âφ (8)

âz = âz

o
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FIG. 3: Componentes ciĺındricas de âx y ây.

âρ = cosφ âx + sinφ ây

âφ = − sinφ âx + cosφ ây (9)

âz = âz
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Finalmente, las relaciones entre (Ax, Ay, Az) y (Aρ, Aφ, Az) se obtienen mediante la simple

sustitución de la ecuación (8) en la ecuación (2) y el agrupamiento de términos. Aśı,

~A = (Ax cosφ+ Ay sinφ)âρ + (−Ax sinφ+ Ay cosφ)âφ + Azâz (10)

o

Aρ = Ax cosφ+ Ay sinφ

Aφ = −Ax sinφ+ Ay cosφ (11)

Az = Az

En forma matricial, la transformación del vector ~A de (Ax, Ay, Az) a (Aρ, Aφ, Az) se

expresa como


Aρ

Aφ

Az

 =


cosφ sinφ 0

− sinφ cosφ 0

0 0 1



Ax

Ay

Az



La inversa de la transformación (Aρ, Aφ, Az) → (Ax, Ay, Az) se obtiene aśı:


Ax

Ay

Az

 =


cosφ sinφ 0

− sinφ cosφ 0

0 0 1


−1 

Aρ

Aφ

Az


o directamente de las ecuaciones (3) y (9). En consecuencia,


Ax

Ay

Az

 =


cosφ − sinφ 0

sinφ cosφ 0

0 0 1



Aρ

Aφ

Az


Otra manera de obtener estas ecuaciones consiste en emplear el producto punto, por

ejemplo,
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
Ax

Ay

Az

 =


âx · âρ âx · âφ âx · âz
ây · âρ ây · âφ ây · âz
âz · âρ âz · âφ âz · âz



Aρ

Aφ

Az


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1. COORDENADAS ESFÉRICAS (r, θ, φ)

Un punto P puede representarse a partir de (r, θ, φ) como se ilustra en la Fig. 1. De la

figura se observa que r es la distancia del origen al punto P o el radio de una esfera centrada

en el origen y que pasa por P , θ (llamado colatitud) es el ángulo entre el eje z y el vector

de posición de P , y φ se mide desde el eje x (igual que el ángulo azimutal en coordenadas

ciĺındricas). De acuerdo con estas definiciones, los intervalos de estas variables son:

0 6 r 6∞

0 6 θ 6 π (1)

0 6 φ 6 2π

En coordenadas cartesianas, un vector ~A se expresa por

~A = (Ax, Ay, Az) = Axâx + Ayây + Azâz, (2)

en coordenadas esféricas, un vector ~A puede expresarse como

~A = (Ar, Aθ, Aφ) = Arâr + Aθâθ + Aφâφ. (3)

donde âr, âθ y âφ son vectores unitarios a lo largo de las direcciones r, θ y φ. La magnitud

de ~A es

| ~A| = (Ar
2 + Aθ

2 + Aφ
2)

1
2 (4)
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FIG. 1: Punto P y vectores unitarios en coordenadas esféricas.

Los vectores unitarios âr, âθ y âφ son mutuamente ortogonales; âr sigue la dirección a lo

largo del radio o la dirección de incremento de r, âθ sigue la dirección de incremento de θ y

âφ sigue la dirección de incremento de φ. Por tanto,

âr · âr = âθ · âθ = âφ · âφ = 1

âr · âθ = âθ · âφ = âφ · âr = 0

âr × âθ = âφ (5)

âθ × âφ = âr

âφ × âr = âθ

Las variables espaciales (x, y, z) en las coordenas cartesianas pueden relacionarse con las

variables (r, θ, φ) de un sistema de coordenadas esférico. De la Fig. 2 se deduce claramente

que

r =
√
x2 + y2 + z2, θ = arctan

√
x2 + y2

z
, φ = arctan

y

x
(6)
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o

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ (7)

FIG. 2: Relación entre las variables espaciales (x, y, z), (ρ, φ, θ) y (r, θ, φ).

En la ecuación (6) tenemos la transformación del punto (x, y, z) → (r, θ, φ), y en la

ecuación (7) la transformación de (r, θ, φ) → (x, y, z).

De la Fig. 3 se deduce la relación de los vectores unitarios (âx, ây, âz) y (âr, âθ, âφ) de la

siguiente manera

âx = sin θ cosφ âr + cos θ cosφ âθ − sinφ âφ

ây = sin θ sinφ âr + cos θ sinφ âθ + cosφ âφ (8)

âz = cos θ âr − sin θ âθ

o
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FIG. 3: Transformaciones de un vector unitario para coordenadas ciĺındricas y esféricas.

âr = sin θ cosφ âx + sin θ sinφ ây + cos θ âz

âθ = cos θ cosφ âx + cos θ sinφ ây − sin θ âz (9)

âφ = − sinφ âx + cosφ ây

Las componentes del vetor ~A = (Ax, Ay, Az) y ~A = (Ar, Aθ, Aφ) se relacionan mediante

la sustitición de la ecuación (8) en la ecuación (2) y el agrupamiento de términos. Aśı,

~A = ( Ax sin θ cosφ+ Ay sin θ sinφ+ Az cos θ )âr (10)

+ ( Ax cos θ cosφ+ Ay cos θ sinφ− Az sin θ )âθ

+ ( −Ax sinφ+ Ay cosφ )âφ

de lo que se obtiene
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Ar = Ax sin θ cosφ+ Ay sin θ sinφ+ Az cos θ

Aθ = Ax cos θ cosφ+ Ay cos θ sinφ− Az sin θ (11)

Aφ = −Ax sin θ + Ay cosφ

En forma matricial, la transformación del vector (Ax, Ay, Az) → (Ar, Aθ, Aφ) se efectúa

de acuerdo con


Ar

Aθ

Aφ

 =


sin θ cosφ sin θ sinφ cos θ

cos θ cosφ cos θ sinφ − sin θ

− sinφ cosφ 0



Ax

Ay

Az



La transformación inversa (Ar, Aθ, Aφ) → (Ax, Ay, Az) se obtiene de forma similar, o a

partir de la ecuación (8). Aśı


Ax

Ay

Az

 =


sin θ cosφ cos θ cosφ − sinφ

sin θ sinφ cos θ sinφ cosφ

cos θ − sin θ 0



Ar

Aθ

Aφ


Alternativamente, podemos obtener estas ecuaciones usando el producto punto. Por

ejemplo,


Ar

Aθ

Aφ

 =


âr · âx âr · ây âr · âz
âθ · âx âθ · ây âθ · âz
âφ · âx âφ · ây âφ · âz



Ax

Ay

Az



La distancia d entre dos puntos con vectores de posición ~r1 y ~r2 es generalmente dada

por

d = |~r2 − ~r1| (12)
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o

d2 = (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2 ( en coordenadas cartesianas ) (13)

d2 = ρ22 + ρ21 − 2ρ1ρ2 cos(φ2 − φ1) + (z2 − z1)2 ( en coordenadas ciĺındrica ) (14)

d2 = r22 + r21 − 2r1r2 cos θ2 cos θ1 − 2r1r2 sin θ2 sin θ1 cos(φ2 − φ1)

( en coordenadas esféricas ) (15)
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1. DERIVADAS PARCIALES

Sea z = f(x, y) una función de dos variables y sea P0(x0, y0) un punto en el dominio de

dicha función.

• Si en la función z = f(x, y) consideramos a y = y0, entonces se obtiene la función

z1 = f(x, y0) que es una función que depende de una sola variable, a saber, de la variable x.

Si z1 = f(x, y0) resultase ser una función derivable en x0, entonces podemos calcular su

derivada, en x0. Primero derivamos con respecto a x,

d

dx
f(x, y0) = lim

h→0

f(x+ h, y0)− f(x, y0)

h
(1)

y posteriormente evaluamos la drivada en x0, es decir d
dx
f(x, y0) |x0 . Al número obtenido lo

denominamos derivada parcial de z = f(x, y) respecto a x en P0(x0, y0).

• Ahora, si en la función z = f(x, y) consideramos a x = x0, entonces se obtiene la

función z2 = f(x0, y) que es una función que depende de una sola variable, a saber, de la

variable y.

Si z2 = f(x0, y) resultase ser una función derivable en y0, entonces podemos calcular su

derivada, en y0. Primero derivamos con respecto a y,

d

dy
f(x0, y) = lim

h→0

f(x0, y + h)− f(x0, y)

h
(2)

y posteriormente evaluamos la drivada en y0, es decir d
dy
f(x0, y)|y0 . Al número obtenido lo

denominamos derivada parcial de z = f(x, y) respecto a y en P0(x0, y0).

Geométricamente lo que se ha definido se muestra en la Fig. 1.

Observe lo siguiente:
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FIG. 1: Concepto de derivada parcial

Al considerar Gf como la gráfica de la función z = f(x, y), Gf es una superficie contenida

en <3.

1. Al tomar y = y0 obtenemos la función f(x, y0) que es la curva ζ1 contenida en el plano

y = y0 (que es paralelo al plano xz). La curva ζ1 es la gráfica de la función f(x, y0),

es decir, g(x) = f(x, y0).

Por tanto:

d

dx
g(x) = lim

h→0

g(x+ h)− g(x)

h
= lim

h→0

f(x+ h, y0)− f(x, y0)

h
=

d

dx
f(x, y0). (3)

Al evaluar d
dx
f(x, y0) en x = x0 ( d

dx
f(x, y0)|x0), obtenemos un número m1 que es la

pendiente de la recta tangente a la curva ζ1 en x = x0, es decir,

d

dx
f(x, y0)|x=x0 = m1, (4)

que es la pendiente de la recta tangente T1 a la superficie Gf en el punto (x0, y0, z0).
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2. Al tomar x = x0 obtenemos la función f(x0, y) que es la curva ζ2 contenida en el plano

x = x0 (que es paralelo al plano yz). La curva ζ2 es la gráfica de la función f(x0, y),

es decir, ϕ(y) = f(x0, y).

Por tanto:

d

dy
ϕ(y) = lim

h→0

ϕ(y + h)− ϕ(y)

h
= lim

h→0

f(x0, y + h)− f(x0, y)

h
=

d

dy
f(x0, y). (5)

Al evaluar d
dy
f(x0, y) en y = y0 ( d

dy
f(x0, y)|y0), obtenemos un número m2 que es la

pendiente de la recta tangente a la curva ζ2 en y = y0, es decir,

d

dy
f(x0, y)|y=y0 = m2, (6)

que es la pendiente de la recta tangente T2 a la superficie Gf en el punto (x0, y0, z0).

Nótese que:

1. Dada la función f(x, y) definida en (x0, y0), podemos obtener la derivada

parcial de f(x, y) respecto a x en ese punto (x0, y0). Calculando directamente

la derivada d
dx
f(x, y) considerando a la variable y como si fuera una constante

(y = y0), para finalmente evaluar dicha derivada en x = x0 y y = y0.

2. Dada la función f(x, y) definida en (x0, y0), podemos obtener la derivada

parcial de f(x, y) respecto a y en ese punto (x0, y0). Calculando directamente

la derivada d
dy
f(x, y) considerando a la variable x como si fuera una constante

(x = x0), para finalmente evaluar dicha derivada en x = x0 y y = y0.

Utilizamos las notaciones siguientes:

• Para la derivada parcial respecto a x,

∂

∂x
f(x, y) = fx = zx (7)

y evaluada en el punto (x0, y0)
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∂

∂x
f(x, y)|x=x0,y=y0 = fx(x0, y0) = zx(x0, y0). (8)

• Para la derivada parcial respecto a y,

∂

∂y
f(x, y) = fy = zy (9)

y evaluada en el punto (x0, y0)

∂

∂y
f(x, y)|x=x0,y=y0 = fy(x0, y0) = zy(x0, y0). (10)

2. DERIVADAS PRACIALES DE ORDEN SUPERIOR

Sea z = f(x, y) una función de dos variables independientes. Las derivadas parciales

∂z
∂x

= fx(x, y) y ∂z
∂y

= fy(x, y) son, en general, funciones de las variables x e y. Por lo que

a su vez, pueden tener derivadas parciales. Por consiguiente, las derivadas parciales de

segundo orden de una función de dos variables, son cuatro, puesto que cada una de las

funciones ∂z
∂x

y ∂z
∂y

puede ser derivada tanto respecto a x como respecto a y. Designamos las

derivadas parciales de segundo orden de la siguiente manera:

• ∂
2z
∂x2 = fxx(x, y); donde f se deriva sucesivamente dos veces respecto a x

• ∂
2z
∂y2 = fyy(x, y); donde f se deriva sucesivamente dos veces respecto a y

• ∂2z
∂y∂x =

∂
∂y(

∂z
∂x) = fxy(x, y); donde f se deriva primero con respecto a x y el

resultado se deriva con respecto a y

• ∂2z
∂x∂y =

∂
∂x(

∂z
∂y) = fyx(x, y); donde f se deriva primero con respecto a y y el

resultado se deriva con respecto a x
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Las derivadas de segundo orden, a su vez, se pueden derivar de nuevo tanto respecto a

x, como respecto a y. Como resultado obtenemos derivadas de tercer orden.

• ∂
3z
∂x3 • ∂3z

∂x2∂y
• ∂3z
∂x∂y∂x •

∂3z
∂x∂y2

• ∂3z
∂y∂x2 •

∂3z
∂y∂x∂y •

∂3z
∂y2∂x

• ∂
3z
∂y3
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1. EL OPERADOR ∇

El operador vectorial diferencial (del o nabla) ∇ no es un vector, sino un operador. Aśı,

si f es un campo escalar, entonces f∇ es un operador, mientras ∇f da la importante función

vectorial llamada gradiente. De modo similar, si ~F es una función vectorial diferenciable,

entonces ~F · ∇ y ~F ×∇ son operadores, mientras que ∇ · ~F y ∇× ~F dan las importantes

funciones escalar y vectorial llamadas divergencia y rotacional respectivamente.

Por tanto, una función que multiplica a ∇ da un operador, mientras que si ∇ multiplica

a una función da importantes funciones escalares o vectoriales, según sea el caso.

COORDENADAS RECTANGULARES

Operador nabla: ∇ = âx
∂
∂x + ây

∂
∂y + âz

∂
∂z

Gradiente de f : ∇f = âx
∂f
∂x + ây

∂f
∂y + âz

∂f
∂z

Divergencia de ~F : ∇ · ~F = ∂Fx
∂x +

∂Fy
∂y + ∂Fz

∂z

Rotacional de ~F : ∇× ~F = âx (∂Fz∂y −
∂Fy
∂z ) + ây (∂Fx∂z −

∂Fz
∂x ) + âz (

∂Fy
∂x −

∂Fx
∂y )

COORDENADAS CILÍNDRICAS

Operador nabla: ∇ = âρ
∂
∂ρ + âφ

1
ρ
∂
∂φ + âz

∂
∂z

Gradiente de f : ∇f = âρ
∂f
∂ρ + âφ

1
ρ
∂f
∂φ + âz

∂f
∂z

Divergencia de ~F : ∇ · ~F = 1
ρ
∂(ρFρ)
∂ρ + 1

ρ
∂Fφ
∂φ + ∂Fz

∂z

Rotacional de ~F : ∇× ~F = âρ (1
ρ
∂Fz
∂φ −

∂Fφ
∂z ) + âφ (

∂Fρ
∂z −

∂Fz
∂ρ ) + âz

1
ρ(

∂(ρFφ)
∂ρ −

∂Fρ
∂φ )

COORDENADAS ESFERICAS
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Operador nabla: ∇ = âr
∂
∂r + âθ

1
r
∂
∂θ + âφ

1
r sin θ

∂
∂φ

Gradiente de f : ∇f = âr
∂f
∂r + âθ

1
r
∂f
∂θ + âφ

1
r sin θ

∂f
∂φ

Divergencia de ~F : ∇ · ~F = 1
r2
∂(r2Fr)
∂r + 1

r sin θ
∂(Fθ sin θ)

∂θ + 1
r sin θ

∂Fφ
∂φ

Rotacional de ~F : ∇× ~F = âr
1

r sin θ
(
∂(Fφ sin θ)

∂θ
− ∂Fθ

∂φ
) + âθ

1
r
( 1

sin θ
∂Fr
∂φ
− ∂(rFφ)

∂r
) + âφ

1
r
(∂(rFθ)

∂r
− ∂Fr

∂θ
)

2. DERIVADA DIRECCIONAL

Consideremos la función z = f(x, y) y el punto P (x, y) definidos en un dominio D. Por

el punto P tracemos un vector unitario û, que forme con la dirección positiva del eje x,

un ángulo γ. Consideremos un punto Q(x + ∆x, y + ∆y) sobre el vector a una distancia

∆s =
√

∆x2 + ∆y2 de P (ver Fig. 1).

FIG. 1: Definición del vector unitario û.

Supongamos que z = f(x, y) es cont́ınua y tiene derivadas respecto a sus variables en el

dominio D. El incremento total de la función z = f(x, y) es :

∆z =
∂z

∂x
∆x+

∂z

∂y
∆y + ε1∆x+ ε2∆y (1)

donde ε1 y ε2 tienden a cero, cuando ∆s tiende a cero. Dividiendo la ecuación (1) por ∆s,

se obtiene
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∆z

∆s
=
∂z

∂x

∆x

∆s
+
∂z

∂y

∆y

∆s
+ ε1

∆x

∆s
+ ε2

∆y

∆s
(2)

De aqúı se observa que:

cos γ =
∆x

∆s

sin γ =
∆y

∆s
,

por lo que la ecuación (2) queda como

∆z

∆s
=
∂z

∂x
cos γ +

∂z

∂y
sin γ + ε1 cos γ + ε2 sin γ (3)

El ĺımite de la razón ∆z
∆s

para cuando ∆s→ 0 se llama derivada de la función z = f(x, y)

en el punto (x, y) según la dirección γ, y se denota por ( df
ds

)γ = fγ(x, y) = Dγf .

Entonces:

lim
∆s→0

∆z

∆s
= fγ(x, y) =

∂z

∂x
cos γ +

∂z

∂y
sin γ (4)

es la derivada direccional de la función z = f(x, y) en la dirección del ángulo γ.

De aqúı se observa que:

• Conociendo las derivadas parciales fx y fy de la función z = f(x, y), es fácil hallar la

derivada siguiendo cualquier dirección γ.

• Las mismas derivadas parciales fx y fy se presentan como un caso particular de la

derivada direccional, es decir: i) Si γ = 0, D0f(x, y) = ∂z
∂x

y ii) Si γ = π/2, Dπ/2f(x, y) = ∂z
∂y

.

Interpretación Geométrica de la derivada direccional.

De la Fig. 2, observese que:

∆z

∆s
=
NM1

NM
= tan^NMM1.

En otros términos, el cociente ∆z
∆s

es igual a la tangente del ángulo formado por la secante

MM1 con el plano xy (^NMM1). Cuando ∆s→ 0, esta secante MM1, tiende a ocupar la
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FIG. 2: Interpretación geomética de fγ(x, y).

posición de la tangente, el ángulo NMM1 tiende al ángulo α, formado por el plano xy y

la tangente a la superficie en el “plano trazado en la dirección γ”. Aśı pues:

fγ(x, y) = lim
∆s→0

∆z

∆S
= tanα.

Remarcando (ver Fig. 3):

• Del cálculo de la derivada direccional de f(x, y) en la dirección γ evaluada en el punto

P (x0, y0), es decir:

fγ(x0, y0) =
∂z

∂x
cos γ +

∂z

∂y
sin γ,

se obtiene la pendiente de la recta tangente T1 a la superficie z = f(x, y) en el punto

M(x0, y0, z0).

Dado que:

• El vector gradiente (gradiente) de f(x, y) en un punto P (x0, y0) es el vector

∇f =
∂f

∂x
âx +

∂f

∂y
ây (5)



5

γ

γ

γ γ

γ

γ

γ

γρ
ρ

γ

FIG. 3: Derivada direccional para γ = 0 y γ = π/2.

obtenido al evaluar las derivadas parciales de f en P0.

• Y como el vector unitario û = cos γ âx + sin γ ây (ver Fig. 1).

Entonces, la ecuación (4) se puede reescribir como:

Dûf = (
df

ds
)û,P0 = fγ(x0, y0) = (∇f)P0 · û, (6)

que es el producto escalar del gradiente de f en P0 y û.

Propiedades de las derivadas direccionales.

Al evaluar el producto punto en la fórmula

Dûf = |(∇f)P0| · |û| cos θ
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se revelan las siguientes propiedades.

Propiedades de la derivada direccional Dûf = ∇f · û = |(∇f)| cos θ

1. La función f crece más rápidamente cuando cos θ = 1 o cuando û está en la dirección

de ∇f . Es decir, en cada punto P es su dominio, f crece más rápidamente en la

dirección del vector gradiente ∇f en P . La deirvada en esta dirección es

Dûf = |(∇f)| cos(0) = |(∇f)|

2. De manera similar, f decrece más rápidamente en la dirección de −∇f . La derivada

en esta dirección es Dûf = |(∇f)| cos(π) = −|(∇f)|.

3. Cualquier dirección û ortogonal al gradiente es una dirección de cambio nulo de f

porque θ es igual a π/2 y

Dûf = |(∇f)| cos(π/2) = |(∇f)| · 0 = 0.

Funciones de tres variables

Obtenemos fórmulas de tres variables al sumar los términos z a las fórmulas de dos

variables. Para una función diferenciable f(x, y, z) y un vector unitario û = u1 ı̂ +u2 ̂ +u3 k̂

en el espacio, tenemos

∇f =
∂f

∂x
âx +

∂f

∂y
ây +

∂f

∂z
âz (7)

y

Dû = ∇f · û =
∂f

∂x
u1 +

∂f

∂y
u2 +

∂f

∂z
u3. (8)

La derivada direccional puede escribirse de nuevo de la forma Dûf = ∇f ·û = |(∇f)| cos θ,

por lo que las propiedades dadas en la lista anterior para funciones de dos variables aún son

válidas. En cualquier punto dado, f se incrementa más rápidamente en la dirección de ∇f

y decrece más rápidamente en la dirección de −∇f . En cualquier dirección ortogonal a ∇f ,

la derivada es cero.
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1. REGLA DE LA CADENA PARA FUNCIONES DEVARIAS VARIABLES

Usamos la regla de la cadena cuando ω = ω(x) es una función diferenciable de x, y

x = x(t) es una función diferenciable de t, es decir, es una composición de funciones. Esto

hace que ω sea una función diferenciable de t y la regla de la cadena permite calcular dω/dt

con la fórmula siguiente:

dω

dt
=

dω

dx

dx

dt
.

Regla de la cadena para una función de dos variables intermedias y una

variable independiente.

Si ω = ω(x, y) es diferenciable y x = x(t) y y = y(t) son funciones diferenciables en t,

entonces ω es una función diferenciable de t, por tanto:

dω

dt
=

∂ω

∂x

dx

dt
+

∂ω

∂y

dy

dt
. (1)

Para obtener la regla de la cadena para funciones de tres variables intermedias, agregamos

un término a la ecuación (1).

Regla de la cadena para una función de tres variables intermedias y una

variable independiente.

Si ω = ω(x, y, z) es diferenciable y x = x(t), y = y(t) y z = z(t) son funciones diferenciables
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de t, entonces ω es una función diferenciable de t, por tanto:

dω

dt
=

∂ω

∂x

dx

dt
+

∂ω

∂y

dy

dt
+

∂ω

∂z

dz

dt
. (2)

Regla de la cadena para una función de tres variables intermedias y dos

variables independientes.

Supongamos que ω = ω(x, y, z), x = x(r, s), y = y(r, s) y z = z(r, s). Si las cuatro funciones

son diferenciables, entonces ω tiene derivadas parciales respecto a r y s, dadas por:

∂ω

∂r
=

∂ω

∂x

∂x

∂r
+

∂ω

∂y

∂y

∂r
+

∂ω

∂z

∂z

∂r
, (3)

∂ω

∂s
=

∂ω

∂x

∂x

∂s
+

∂ω

∂y

∂y

∂s
+

∂ω

∂z

∂z

∂s
. (4)

2. DERIVACIÓN IMPLÍCITA

La regla de la cadena se puede aplicar para tener una descripción más completa del

proceso de la derivación impĺıcita.

Sea y = f(x), una función diferenciable para toda x en el dominio de f(x). Por lo

que, una ecuación de la forma F (x, y) = 0 puede definir a y de forma impĺıcita, es decir,

F (x, y) = F (x, f(x)) = 0.

Por lo que, para obtener dy/dx a partir de su definición impĺıcita, aplicamos la regla de

la cadena para diferenciar ambos miembros de la ecuación F (x, y) = 0 con respecto a x.

Puesto que x y y son funciones de x se obtiene:

∂F

∂x

dx

dx
+

∂F

∂y

dy

dx
= 0 (5)

Pero dx/dx = 1, de este modo si ∂F/∂y 6= 0, dy/dx se obtiene apartir de
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dy

dx
= −

∂F
∂x
∂F
∂y

= −Fx

Fy

(6)

Por otra parte, sea z = f(x, y) una función de dos variables, a saber, x y y. Sea la

ecuación F (x, y, z) = 0 la definición impĺıcita de z como función de x y y. Esto quiere decir

que F (x, y, f(x, y)) = 0 para todo (x, y) en el dominio de f(x, y). Si F y f son diferenciables,

entonces aplica la regla de la cadena para derivar la ecuación F (x, y, z) = 0 como sigue:

∂F

∂x

∂x

∂x
+

∂F

∂y

∂y

∂x
+

∂F

∂z

∂z

∂x
= 0 (7)

De donde,

∂x

∂x
= 1 y

∂y

∂x
= 0

Por lo que, (7) se transforma en

∂F

∂x
+

∂F

∂z

∂z

∂x
= 0 (8)

Si ∂F/∂z 6= 0, podemos obtener ∂z/∂x a partir de

∂z

∂x
= −

∂F
∂x
∂F
∂z

= −Fx

Fz

(9)

Análogamente,

∂z

∂y
= −

∂F
∂y

∂F
∂z

= −Fy

Fz

(10)
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Facultad de Ingenieŕıa, Arquitectura y Diseño -FIAD-
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Cálculo Multivariable

Prof. Dr. E. Efrén Garćıa G.

1. CÁLCULO APLICADO A VECTORES

A. Longitud, área y volumenes de diferenciales

Los elementos diferenciales de longitud, área y volumen son útiles en al cálculo aplicado

a vectores. Los definiremos en sistemas de coordenadas cartesianas, ciĺındricas y esféricas.

1. Coordenadas cartesianas

En la Fig. 1 se advierte que

FIG. 1: Elementos diferenciales
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• El desplazamiento diferencial está dado por

~dl = dx âx + dy ây + dz âz (1)

En la Fig. 2 se advierte que

FIG. 2: Áreas normales diferenciales

• El área normal diferencial está dada por

(a) ~dSx = dydz âx

(b) ~dSy = dxdz ây (2)

(c) ~dSz = dxdy âz

• El volumen diferencial está dado por

dv = dxdydz (3)

En las ecuaciones (1) a (3) se advierte que ~dl y ~dS son vectores, mientras que dv es un

escalar. En la Fig. 1, observe que si nos movemos del punto P a Q (o de Q a P ), por ejemplo,
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~dl = dy ây, porque nos desplazamos en la dirección de y, en tanto que si nos movemos de Q

a S (o de S a Q), ~dl = dy ây + dz âz, porque tenemos que mover dy a lo largo de y, dz a lo

largo de z y dx = 0 (no hay movimiento a lo largo de x). De igual manera, el desplazamiento

de D a Q significaŕıa ~dl = dx âx + dy ây + dz âz.

La definición de ~dS es importante. El elemento diferencial de superficie (o área) ~dS puede

definirse por lo general como

~dS = dS ân (4)

donde dS es el área del elemento de superfice y ân es un vector unitario normal a la superficie

dS (ân debe apuntar en dirección de alejamiento del volumen, si dS forma parte de

la superfice que describe un volumen). Si se considera ABCD de la Fig. 1, por ejemplo,

~dS = dydz âx, mientras que en el caso de la superficie PQRS, ~dS = −dydz âx puesto que

ân = −âx es normal a PQRS.

Lo que debe recordarse siempre acerca de los elementos diferenciales es ~dl y cómo obtener

de él ~dS y dv. Una vez recordado ~dl, es fácil hallar ~dS y dv. Por ejemplo, ~dS a lo largo de

âx puede obtenerse de ~dl en la ecuación (1) multiplicando los componentes de ~dl a lo largo

de ây y âz; esto es, dydz âx. En forma similar, ~dS a lo largo de âz es el producto de las

componentes de ~dl a lo largo de âx y ây; es decir, dxdy âz. Asimismo, dv puede obtenerse de

~dl como el producto de las tres componentes de ~dl: esto es, dxdydz. Prolonguemos ahora

a otros sistemas de coordenadas la idea ya desarrollada aqúı en torno a las coordenadas

cartesianas.

2. Coordenadas Ciĺındricas

De la Fig. 3 se deduce que, en coordenadas ciĺındricas, los elementos diferenciales pueden

hallarse de la siguiente manera:

• El desplazamiento diferencial está dado por

~dl = dρ âρ + ρ dφ âφ + dz âz (5)

• El área normal diferencial está dada por y se ilustra en la Fig. 4.



4

FIG. 3: Elementos dierenciales

FIG. 4: Áreas normales diferenciales

(a) ~dSρ = ρ dφ dz âρ

(b) ~dSφ = dρ dz âφ (6)

(c) ~dSz = ρ dρ dφ âz
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• El volumen diferencial está dado por

dv = ρ dρ dφ dz (7)

Como se mencionó en la sección anterior respecto a las coordenadas cartesianas, también

en este caso basta recordar ~dl; ~dS y dv pueden obtenerse fácilmente a partir de ella. Por

ejemplo, ~dS a lo largo de ~az es el producto de las componentes de ~dl a lo largo de âρ y âφ;

esto es, dρ ρ dφ âz. Asimismo, dv es el producto de las tres componentes de ~dl, es decir,

dρ ρ dφ dz.

3. Coordenadas Esféricas

En la Fig. 5 se advierte que, en coordenadas esféricas,

FIG. 5: Elementos diferenciales

• El desplazamiento diferencial es

~dl = dr âr + r dθ âθ + r sin θ dφ âφ (8)
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• El área normal diferencial es y se ilustra en la Fig. 6.

FIG. 6: Áreas normales diferenciales

(a) ~dSr = r2 sin θ dθ dφ âr

(b) ~dSθ = r sin θ dr dφ âφ (9)

(c) ~dSφ = r dr dθ âφ

• El volumen diferencial es

dv = r2 sin θ dr dθ dφ (10)

También esta vez es suficiente recordar ~dl, de la que se obtienen fácilmente ~dS y dv. Por

ejemplo, ~dS a lo largo de âθ se obtiene como el producto de las componentes de ~dl a lo largo

de âr y âφ; esto es, dr r sin θ dφ âφ; dv es el producto de las tres componentes de ~dl; es decir,

dr r dθ r sin θ dφ.
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I. INTEGRALES DE LÍNEA, SUPERFICIE Y VOLUMEN

El ya conocido concepto de integración se prolongará a casos en los que el integrando sea

un vector. Por una ĺınea se entiende la trayectoria a lo largo de una curva en el espacio.

Usaremos indistintamente los términos ĺınea, curva y contorno.

Terminoloǵıa: Supongamos que ζ es una curva parametrizada x = x(t), y = y(t), z = z(t),

a ≤ t ≤ b, y que A y B son los puntos inicial y terminal (x(a), y(a), z(a)) y (x(b), y(b), z(b)),

respectivamente.

Afirmamos que:

• ζ es una curva suave si x′(t), y′(t) y z′(t) son continuas sobre el intervalo [a, b] y no son

simultáneamente cero sobre el intervalo abierto (a, b).

• ζ es una curva suave por partes si consiste en un número finito de curvas suaves

ζ1, ζ2, ..., ζn unidas extremo por extremo; esto es, ζ = ζ1 ∪ ζ2 ∪ ... ∪ ζn.

• ζ es una curva cerrada si A = B.

• ζ es una curva simple si no se cruza a śı misma entre A y B.

• ζ es una curva cerrada simple si A = B y la curva no se cruza a śı misma.

• Si ζ no es una curva cerrada, entonces la orientacón impuesta sobre ζ es la dirección que

corresponde a los valores crecientes de t.

En la Fig. 1 se ilustran las definiciones anteriores.
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A

B

A

A=B

A=B

B

ζ1

ζ2
ζ3

a) Curva suave

b) Curva suave por partes

c) Curva cerrada pero no simple

d) Curva cerrada simple

FIG. 1: Tipos de curvas

Integrales de ĺınea

El vector desplazamiento diferencial ~dl (en coordenadas cartesianas) a lo largo de ζ es

~dl = dx ı̂ + dy ̂ + dz k̂. Si ζ es una curva suave represenada por ~r(t) para a ≤ t ≤ b

(~r′(t) = d~r/dt es continua y nunca ~0). Podemos usar la ecuación

l(t) =

∫ t

a

|~r′(τ)| dτ (1)

para expresar a dl, como dl = |~r′(t)| dt o a ~dl, como ~dl = ~r′(t) dt. Las integrales que

incluyen al vector de desplazamiento diferencial ~dl (o dl) se llaman integrales de ĺınea.

Consideremos las siguientes integrales de ĺınea a lo largo de una curva ζ que puede ser

abierta o cerrada:

Integrales de ĺınea en campos escalares:

•
∫
ζ φ dl •

∮
ζ φ dl

•
∫
ζ φ

~dl •
∮
ζ φ

~dl

Integrales de ĺınea en campos vectoriales:



3

•
∫
ζ
~f · ~dl •

∮
ζ
~f · ~dl

•
∫
ζ
~f × ~dl •

∮
ζ
~f × ~dl

Dado un campo vectorial ~A y una curva L, definimos la integral

∫
L

~A · ~dl (2)

como la integral de ĺınea de ~A sobre de L, y que se representa en la Fig. 2.

FIG. 2: Trayectoria de integración de un campo vectorial ~A sobre la curva L.

Si la trayectoria de integración es una curva cerrada, como abca en la Fig.2, la ecuación

(2) se convierte en una integral de contorno cerrado

∮
L

~A · ~dl (3)

la cual recibe el nombre de circulación de ~A alrededor de L.

Dado un campo vectorial ~A continuo en una región que contiene la superficie S, la integral

de superficie o flujo de ~A a través de S, como se representa en la Fig. 3 se define como
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∫
S

~A · ~dS =

∫
S

~A · ândS (4)

donde, en cualquier punto sobre S, ân es el vector unitario normal a S.

FIG. 3: Flujo de un campo vectorial ~A a través de la superficie S.

En el caso de una superficie cerrada (que define un volumen), la ecuación (4) se conviente

en

Ψ =

∮
S

~A · ândS (5)

Adviérase que una trayectoria cerrada define una superficie abierta, mientas que una

superficie cerrada define un volumen.

Definimos la integral

∫
v

ρvdv (6)

como la integral de volumen del escalar ρv sobre el volumen v. El significado f́ısico de

una integral de ĺınea, superficie o volumen depende de la naturaleza de la cantidad f́ısica

representada por ~A o ρv. Cabe señalar que ~dl, ~dS y dv son como le definimos en la sección

anterior.




