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INTRODUCCION

A principios del siglo XX, se pensaba que el sonido, la luz y otras radiaciones electromagnéticas
(como las ondas de radio) eran ondas, mientras que se consideraba que electrones, protones,
atomos y otras entidades similares eran particulas. Durante los primeros 30 afios del siglo XX, se
hicieron avances sorprendentes tanto en la ficha tedrica como en la experimental, tales como el
hallazgo de que la luz —que se consideraba como una onda- intercambiaba energia en cantidades
discretas, o cuantos, con algunas caracteristicas propias de la interaccion entre particulas; y el
descubrimiento de que los electro es —que se consideraba particulas- presentaban di fraccion e
interferencia cuando se propagaban por el espacio, tal como lo hacen las ondas. El hecho de que
la luz intercambie energia en cantidades discretas implica que la emergia luminosa no es continua,
sino que estd cuantizada. De igual modo, la naturaleza ondulatoria del electron del hecho de que
la condicion de onda estacionaria requiera una serie discreta de frecuencias, implica que la energia
de un electron confinado en una region del espacio no es continua, sino que esta cuantizada en una
serie discreta de valores.

En este capitulo, comenzaremos por tratar algunas propiedades bésicas de la luz y los electrones,
examinando sus caracteristicas, tanto ondulatorias como corpusculares. A continuacion,
analizaremos en detalle algunas de las propiedades de las ondas de materia, mostrando en
particular como las ondas estacionarias implican la cuantizacion de la energia. Finalmente,
veremos algunos de los conceptos fundamentales de la fisica cudntica que se desarrolld en el
decenio 1920-30, cuya contribucion a la descripcion de la naturaleza ha resultado decisiva. La
fisica cudntica constituye hoy en dia la base de nuestra comprension de los sistemas atomicos y
subatomicos y de los sistemas que se hallan a muy baja temperatura.

ONDAS Y PARTICULAS

Hemos visto que la propagacion de las ondas a través de, espacio es muy diferente de la
propagacion de las particulas. Las ondas se curvan alrededor de los bordes de un obstaculo
(difraccion) e interfieren entre si, produciendo patrones de interferencia. Cuando una longitud de
onda incide sobre una pequefia abertura, se propaga a, otro lado como si la abertura fuera un foco
puntual. Cuando dos ondas igual intensidad Io procedentes de focos coherentes se encuentran en el
espacio, el resultado puede ser una onda de intensidad 4lo (interferencia constructiva), de
intensidad cero (interferencia destructiva) o de intensidad comprendida entre cero y 4lo segtn la
diferencia de fase que exista entre las dos ondas en su punto de encuentro. La propagacion de las
particulas es muy diferente. Estas se mueven en linea recta hasta que chocan contra algo, después
de lo cual contintian moviéndose en linea recta. Cuando dos haces de particulas se encuentran en
el espacio, nunca producen un diagrama de interferencia.

Las particulas y las ondas también intercambian energia de modo muy distinto. Las
particulas intercambian energia en los choques que tienen lugar en puntos especificos del espacio
y el tiempo. En cambio, la energia de las ondas se difunde en el espacio y se va depositando de
manera continua cuando la onda interacciona con la materia.

Algunas veces, la propagacion de una onda no se distingue de la correspondiente a un haz
de particulas. Cuando la longitud de onda (A) es muy pequefia comparada con el tamafio de
aberturas u obstaculos, los efectos de difraccion son despreciables y la onda parece propagarse a
lo largo de lineas rectas. Igualmente, los maximos y minimos de interferencia estan tan proximos



en el espacio que resultan inobservables. El resultado es que la onda interacciona con un detector
del mismo modo que un haz de muchas particulas pequefias intercambiando cada una de ellas una
pequena cantidad de energia; el intercambio no se distingue del correspondiente una onda. Por
ejemplo, no podemos detectar el choque de las moléculas individuales del aire sobre nuestra cara
al soplar el viento; en cambio, percibimos la interaccion de miles de millones de estas particulas
en su conjunto como si se tratara de una onda.

LA LUZ: DE NEWTON A MAXWELL

Una de las cuestiones mas interesantes de la historia de la ciencia fue dilucidar si la luz estaba
constituida por un haz de particulas o por ondas en movimiento (véase el capitulo 31). Isaac
Newton utiliz6 una teoria corpuscular de la luz para explicar las leyes de la reflexion y la
refraccion; pero para este ultimo fendémeno tuvo que suponer que la luz se propagaba mas
répidamente en el agua o en el 1 vidrio que en el aire, hipdtesis que mas tarde se demostré que era
falsa. Los principales pioneros de la teoria ondulatoria fueron Robert Hooke y Christian Huygens,
quienes explicaron la refraccion suponiendo que la luz se propaga mas lentamente en el vidrio o
en el agua que en el aire.* Newton preferia la teoria de que la luz estd compuesta por particulas y
no por ondas porque, en su tiempo, se consideraba que la luz se propagaba a través de un medio
solo en linea recta (la difraccion no se habia i servido todavia).

Debido a la gran reputacion y autoridad de Newton, su teoria corpuscular de la luz fue
aceptada durante mas de un siglo. Después, en 1801, Thomas Young demostrd la naturaleza
ondulatoria de la luz mediante un famoso experimento en el que se producian dos focos de luz
coherentes iluminando con un solo foco un par de rendijas estrechas y paralelas (figura 34.1%). En
el capitulo 33, vimos que cuando la luz incide sobre una pequefia abertura, ésta actia como una
fuente puntual de ondas (figura 33.7). En el experimento de Young, cada rendija actlia como una
fuente lineal, equivalente a una fuente puntual en dos dimensiones. El diagrama de interferencia
se observa sobre una pantalla situada detras de las rendijas. Los maximos de interferencia tienen
lugar bajo angulos para los cuales la diferencia de caminos es un niamero entero de longitudes de
onda. Analogamente, los minimos de interferencias ocurren cuando la diferencia de caminos es
media longitud de onda o cualquier numero impar de semilongitudes de onda. La figura 34.1b
muestra la intensidad de luz recogida en cada punto de la pantalla. Recordaremos que cuando dos
ondas coherentes de igual intensidad Io se encuentran en el espacio, el resultado puede ser una onda
de intensidad 4Io (interferencia constructiva), de intensidad cero (interferencia destructiva) o de
intensidad comprendida entre cero y 4lo, segun la diferencia de fase que exista entre las ondas en
su punto de encuentro. Este y otros muchos experimentos demuestran que la luz se propaga como
una onda.

A principios del siglo XIX, el fisico francés Augustin Fresnel (1788-1827) realizo
numerosos experimentos sobre interferencia y difraccion, y establecié las bases matematicas
rigurosas de la teoria ondulatoria. Fresnel demostrd que la observada propagacion en linea recta
de la luz es una consecuencia de la corta longitud de onda de la luz visible.

La teoria ondulatoria clasica de la luz culminé en 1860 al publicar James Clerk Maxwell
su teoria matematica del electromagnetismo. Esta teoria proporciond una ecuacion de onda que
predecia la existencia de ondas electromagnéticas que se propagaban con una velocidad prevista
por las leyes de la electricidad y el magnetismo. El hecho de que el resultado de este calculo fuera

C = 3X108 ?, coincidente con el valor medio experimentalmente de la velocidad de la luz, sugirié

a Maxwell que la luz es una onda electromagnética. El ojo es sensible a las ondas



electromagnéticas con longitudes de onda en el intervalo comprendido, aproximadamente, entre
400nm (1Inm=10""m) y 700nm. Este intervalo corresponde a lo que llamamos luz visible o,
simplemente, luz. Otras ondas electromagnéticas (por ejemplo, las microondas, las ondas de radio
y los rayos X) difieren de las ondas de la luz solo en longitud de onda y la frecuencia.

(b) Intensidad

FIGURA 34.1 (a) Dos ranuras actiian como focos coherentes de luz para la observacion de
interferencias en el experimento de Young. Las ondas procedentes de las ranuras se solapan y
producen un diagrama de interferencias sobre una pantalla alejada.

(b) Grafico del diagrama intensidades producido en (a). La intensidad es méxima en los puntos
donde la diferencia de caminos es un niimero entero de longitudes de onda y cero donde esta
diferencia es un nimero impar de semilongitudes de onda.

34.3 LA NATURALEZA CORPUSCULAR DE LA LUZ: FOTONES

La difraccion de la luz y la aparicion de un diagrama de interferencias en el experimento de las
dos rendijas evidenciaron que la luz poseria propiedades ondulatorias. Sin embargo, a principios
del siglo XX se demostr6 que la energia luminosa se intercambiaba en cantidades discretas.

EFECTO FOTOELECTRICO

La naturaleza cuantica de la luz y la cuantizacion de la energia fueron sugeridas por Einstein en su
explicacion del efecto fotoeléctrico en 1905. El trabajo de Einstein marcé el comienzo de la teoria
cuantica y por €l recibio el premio Nobel de Fisica. La figura 34.2 muestra un esquema del aparato
basico para el estudio del efecto fotoeléctrico. En €1, luz de una sola frecuencia entra en una camara
de vacio, incide sobre la superficie metalica limpia C (del catodo) provocando la emision de los
electrones. Algunos de estos electrones inciden sobre la segunda placa metalica A (del 4nodo),
dando lugar a una corriente eléctrica entre las placas. La placa A estd cargada negativamente, de
modo que repele a los electrones; solamente los electrones mas energéticos la alcanzan. La energia



cinética maxima de los electrones emitidos se mide aumentando lentamente el voltaje hasta que la
corriente se hace cero. El experimento ofrece el sorprendente resultado de que la energia cinética
maxima de los electrones emitidos es independiente de la intensidad de la luz incidente. Segtn la
fisica clasica, se esperaria que al aumentar el ritmo con que incide energia luminica en la superficie
de metal, aumentase la energia absorbida por los electrones individuales y, por lo tanto, la energia
cinética maxima de los electrones emitidos. Sin embargo, esto no es lo que ocurre. La energia
cinética maxima de los electrones emitidos es la misma para una determinada longitud de onda de
la luz incidente, independientemente de la intensidad de la luz. Einstein sugiri6 que este resultado
experimental sélo tiene explicacion si la energia luminosa esta cuantizada en pequefios “paquetes”
llamados fotones. La energia E de cada foton viene dada por

hc
E=hf= - (34.1)

ECUACION DE EINSTEIN PARA LA ENERGIA DEL FOTOON.

Donde f es la frecuencia y h es una constante llamada ahora constante de Planck.* El valor medido
de esta constante es

h = 6,626X10731] x s = 4,136X10715eV = 5.... (34.2)

CONSTANTE DE PLANCK.
La ecuacidn 34.1 se conoce como ecuacion de Einstein.

Un haz de luz consiste en un haz de particulas o corpusculos (fotones), cada uno de los
cuales posee una energia hf. La intensidad de un haz de luz monocromatica (potencia por unidad
de area) es el numero de fotones por unidad de drea y unidad de tiempo, multiplicado por la energia
de cada foton. La interaccion del haz luminoso con la superficie del metal consiste en choques
entre fotones y electrones. En estas colisiones, el foton desaparece, cediendo toda su energia al
electron. Un electrén emitido por una superficie metalica expuesta a la luz recibe su energia de un
solo foton. Cuando la intensidad de luz aumenta, un numero mayor de fotones inciden sobre la
superficie por unidad de tiempo y se emiten mas electrones. Sin embargo, cada foton tiene la
misma energia hf; por lo tanto, la energia absorbida por cada electron es la misma.

Si ¢ es la energia minima necesaria para que se desprenda un electrén de la superficie
metalica, la energia cinética méxima de los electrones emitidos viene dada por

ECUACION DEL EFECTO FOTOELECTRICO DE EINSTEIN.

Donde fes la frecuencia de los fotones. La magnitud ¢, denominada funcion de trabajo (y,a veces,
trabajo o energia de la extraccion), es una caracteristica especifica de cada metal. (algunos
electrones tendran energias cinéticas menores que hf' ¢ debido a la pérdida de energia sufrida al
atravesar el metal.)

De acuerdo con la ecuacion para el efecto fotoeléctrico de Einstein, un grafico de Kmax en
funcion de la frecuencia f deberia ser una linea recta de pendiente h. Esta fué¢ una prediccion
atrevida, pues en aquel momento no existia evidencia alguna de que la constante de Plank tuviera
aplicaciones como no fuera en fendmenos relacionados con la radiacion del cuerpo negro. Ademas,



no se conocian datos experimentales de Kmax en funcion de la frecuencia f, porque nadie hasta
entonces habia sospechado que la frecuencia de la luz estuviera relacionada con la Kmax . Esta
prediccion era dificil de comprobar experimentalmente, pero las medidas cuidadosas de E. A.
Millikan, realizadas aproximadamente diez afios mas tarde, demostraron finalmente que la
ecuacion de Einstein era correcta. La figura 34.3 muestra un gréafico de los datos de Millikan.

Los fotones con frecuencia menores que una frecuencia umbral fuy, por lo tanto, con
longitudes de onda mayores que una longitud de onda umbral Av=c/fu, no tienen energia suficiente
para expulsar un electrén de un metal determinado. La frecuencia umbral y la correspondiente
longitud de onda umbral se relacionan con la funcién de trabajo ¢ estableciendo que la energia
cinética maxima de los electrones sea igual a cero en la ecuacion 34.3. Entonces
o= hfuzm

A

34.4
Los valores tipicos de la funcion de trabajo de los metales son de orden de algunos electronvolts.
Como las longitudes de onda se dan normalmente en nandmetros y las energias en electronvolts,
es util disponer del valor de hc en electronvolts-nanometros:
he =(4,1357 X 10% eV *5)(2,9979 X 108 m/s)=1,240 X 10®eV * m o bien,
hc=1240 eV*nm
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IBERERR Energia de los fotones de la luz visible
Calcular la energia de los fotones correspondientes a la luz de 400 nm de longitud de onda (violeta)

y de 700 nm (rojo). (Estas longitudes de onda son, aproximadamente, los valores extremos
correspondientes al espectro visible.)

PLANTEAMIENTO La energia de un fotdn esta relacionada con su frecuencia y su longitud de
onda por E = hf = hc/A (ecuacion 34.1).



SOLUCION
1. La energia esta relacionada con la longitud de onda por la ecuacion 34.1:

hc
E:hfZT

2. Para A =400 nm, la energia es:

E_hc_124OeV*nm_310V
~ 2" a00mm ¢

3. Para A = 700 nm, la energia es:

_hc_124OeV*nm_177V
~ 2" 700nm '€

COMPROBACION Cuando mas corta es la longitud de onda de la luz, maor es su energia.
Por lo tanto, el resultado 3,10 eV para 400 nmy 1,77 eV para 700 nm, resulta logico.

OBSERVACION Estos calculos nos dicen que la luz visible contiene fotones con energias dentro
de un margen que va desde 1,8 eV hasta 3,1 eV, aproximadamente. Los rayos X, que poseen
longitudes de onda mucho mas cortas, contienen fotones con energias del orden de keV. Los rayos
gamma emitidos por los nucleos poseen longitudes de onda todavia més cortas y fotones con
energias del orden de MeV.

PROBLEMA PRACTICO 34.1. Calcular la energia de un fotén corresppndiente a radiacion
electromagnética de longitud de onda 3 m en la banda de radio de FM.

PROBLEMA PRACTICO 34.2 Calcular la longitud de onda de un foton cuya energia es de (a)
0,1eV,(b)1keVy(c)l MeV

I RER Numero de fotones de la luz solar por segundo. Inténtelo usted mismo

La intensidad de la luz del Sol en la superficie de la Tierra es aproximadamente 1400 W/m?.
Suponiendo que la energia media de los fotones es de 2,00 eV (lo que corresponde a una longitud
de onda del orden de 600 nm), calcular el nimero de fotones que inciden sobre un area dee 1,00
cm? cada segundo.

PLANTEAMIENTO La intensidad (potencia por unidad de area) es un dato del problema y
también lo es el area. A partir de estos datos, se puede calcular la potencia, que es la energia por
unidad de tiempo.

SOLUCION
Tape la columna de la derecha e intente resolverlo usted mismo.

Pasos Respuesta




1. Relacionamos la energia AE con el numero N de fotones | AE = Nhf
y la energia de cada foton hf=2,00 eV.

2. La intensidad I (potencia por unidad de area A son datos
del problema, asi que podemos hallar la potencia.

~
Il
| o

3. Conociendo la potencia (energia por unidad de tiempo) y| AE = PAt
el tiempo, podemos hallar la energia.

4. Sustituimos los resultados de los pasos 1-3 y despejamos|N =4,38 X 10 7
N. Asegurémonos de que las unidades son las correctas.

COMPROBACION Este ntimero es enorme indicandonos que la energia aportada individualmente
por cada foton es muy pequena y que, por ello, no podemos detectarlos de uno en uno. Este tltimo
hecho estd de acuerdo con la sensacion de que la luz solar nos llega de manera continua y no
cuantizada.

PROBLEMA PRACTICO 34.3. Calcular la densidad de fotones (en fotones por centimetro
ctbico) de la luz solar del ejemplo 34.2. El nimero de los que inciden sobre un area de 1 cm? en
un segundo equivale al nimero de fotones que hay en una columna cuya base es 1 cm? y cuya
altura es la distancia que recorre la luz en un segundo.

Amperimetro
Luz

incidente

Bateria =

Resistencia

Voltimetro @

T ——

DISPERSION COMTPON

La primera aplicacion del concepto de foton consistio en explicar los resultados de los
experimentos del efecto fotoeléctrico, proceso en el que toda la energia del foton se transfiere a un
electron. Sin embargo, en las colisiones Compton so6lo parte de la energia energia del foton se
transfiere a un electron. Arthur H. Compton utilizo6 el concepto de foton para explicar los resultados
de sus medidas de la dispersion de rayos X por electrones libres en 1923. De acuerdo con la teoria



clasica, si una onda electromagnética de frecuencias f incide sobre un material que contiene cargas
libres, éstas oscilaran con dicha frecuencia y volverdn a radiar y volveran a radiar comidas
electromagnéticas de la misma frecuencia. Compton interpretd estas nuevas ondas radiadas como
fotones dispersados, y sefiald que si se consideraba el proceso de dispersion como un. Josue entre
un foton y un electron (figura 34.4), este Gltimo deberia absorber la energia debida al retroceso.
De esta manera, el foton dispersado tendria menos energia y, por lo tanto menor frecuencia y
mayor longitud de onda que el foton incidente.

Segun la teoria electromagnética clasica (seccion 30.3), la energia y el momento lineal de
una onda electromagnética estan relacionados por la expresion

E=pc 34.6

Por lo tanto. El momento lineal de un foton se relaciona con su longitud de onda e mediante p=E/c
= ht/c =hf/A

P=h/A

MOMENTO LINEAL DE UN FOTON.

Compon aplico las leyes de conservacion del momento lineal h de la energia a ,a colision de un
foton y un electron para calcular la longitud de onda del foton que sale del choque As =h/ps a partir
del momento lineal ps (figura 34.4). Por conservacion del momento lineal en el choque, tenemos

A=p+ il
: 34.8

Donde pi es el momento del foton inicial y pses el momento del electron después del choque. El
momento inicial del electron es nulo. Re ordenando la ecuacion 34.8, obtenemos pe=pi —ps.
Multiplicando escalarmente cada lado por si mismo, da

N e

Donde © es el angulo que forma el foton dispersado con la direccion del fotdon incidente. Dado
que la energia cinética del electron después del choque puede ser una fraccion importante de la
energia en reposo de un electrén, hay que usar la expresion relativista que relaciona la energia E
del e,externd cl. Su momento (Véase el capitulo R). Esta expresion (ecuacion R.17) es

E=\/p%
pc+mer=pe+ , .
i . Donde me es la masa en reposo del electron. Aplicando el
principio de conservacion de la energia al choque, obtenemos

34.10

donde pc (ecuacion 34.6) expresa las energias de los fotones. Eliminando pe”2 de las ecuaciones
34.9 y 34.10, obtenemos



Y sustituyendo piy ps segun la ecuacion 34.7 se llega a
34.11
ECUACION DE COMPTON

El incremento de las longitudes de onda es independiente de la longitud de onda de Ai del foton
incidente. La constante h/mec tiene dimensiones de longitud y se denomina longitud de onda de
COMPTON su valor es:

s =2,426X10"?m = 2,426pm. 34.12

Pe

all

A
-"\-"'\.o"-""’" h-\'-] _
\ Y 9
Pi A

FIGURA 34.4 La dispersion de la luz por un electron puede considerarse como el choque de un
foton del momento linea, h/Aiy un electrén en reposo. El foton dispersado posee menos energia y,
por lo tanto. Mayor longitud de onda.

CUANTIZACION DE LA ENERGIA EN LOS ATOMOS

La luz blanca posee un espectro continuo, es decir, contiene todas las longitudes de onda del
espectro visible. Sin embargo, cuando los atomos de un gas a baja presion se excitan mediante una
descarga eléctrica, emiten luz de longitudes de onda especificas que son caracteristicas de cada
elemento (o compuesto) gaseoso. Como la energia de un fotdn esta relacionada con su longitud de
onda por la ecuacion E=hf=hc/A, una serie discreta de longitudes de onda implica una serie discreta
de energia. La conservacion de la energia exige que cuando un 4&tomo absorbe un foton, su energia
interna aumente en una cantidad discreta e igual a la energia del foton. (También exige que cuando
un atomo emite un foton, su energia interna disminuya en una cantidad discreta igual a la energia
del foton). Este argumento condujo a Niels Bohr, en 1913, a postular que la energia interna de un
atomo sélo puede tener una serie discreta de valores. Es decir, la energia interna de un atomo esta
cuantizada. Cuando un atomo irradia luz de frecuencia f, el &tomo de hidrogeno dotado de una



serie de niveles energéticos concordante con el espectro observado de luz emitida.*Sin embargo,
el motivo de la cuantizacidon de los niveles energéticos en atomos y otros sistemas permaneciod
siendo un misterio hasta que la naturaleza ondulatoria de los elementos de los electrones se
descubrid una década mas tarde.

ELECTRONES Y ONDAS MATERIALES

En 1897, J.J Thompson demostr6 que los rayos emitidos por el cidtodo en un tubo de rayos
catddicos (figura 34.6) pueden desviarse mediante campos eléctricos y magnéticos y, por lo tanto,
deben estar formados por particulas eléctricamente cargadas. Midiendo las desviaciones de estas
particulas, Thomson demostré que la relacion carga-masa g/m era la misma para todas las
particulas. También demostré que se pueden .
obtener particulas con esta misma relacion

carga-masa utilizando cualquier material

como catodo, lo cual significa que estas =
particulas, ahora llamadas electrones, son un
constituyente fundamental de toda la materia.

LA HIPOTESIS DE LOUIS DE BROGLIE
Como la lLIZ posee propledades FIGURE 34-6 Schematic diagram of the cathode-ray tube Thomson

used to measure g/m for the particles that comprise cathode rays

ondulatorias y corpusculares, parece 16gico  (electrons). Electrons from the cathode € pass through the lis at Aand B
preguntarse si la materia (por ejemplo, :lr:ecti:?ﬁzl?iie?iie(rjnr:?:fg D and For va ae;?;:ticeﬁeled ((?;?r shown).
electrones y protones) poseen también
caracteristicas ondulatorias y corpusculares. En 1924, un estudiante de fisica francés, Louis de
Broglie, sugirio ésta idea en su tesis doctoral. El trabajo de De Broglie fue altamente especulativo,
pues en aquella época no existia ninguna evidencia de aspectos ondulatorios en la materia. Para la
longitud de onda de las ondas electronicas, De Broglie escogio la expresion:

=h/p 34.13
donde p es el momento lineal del electron. Obsérvese que ésta es la misma ecuacion 34.7
correspondiente a un foton. Para la frecuencia de las ondas electronicas, De Broglie escogio la
ecuacion de Einstein que relaciona la frecuencia y la energia de un foton.

f=E/h 34.14
Hoy se admite que estas ecuaciones pueden aplicarse a todo tipo de materia. Sin embargo, para un
objeto macroscopico, las longitudes de onda calculadas mediante la ecuacion 34.13 son tan
pequefias que es imposible observar las propiedades habituales de las ondas, tales como la
interferencia o la difraccion. Incluso una mota de polvo, con una masa tan pequefia como 1ug,
tiene una masa demasiado grande para que pueda observarse cualquier caracteristica ondulatoria,
como puede verse en el siguiente ejemplo.



Ejemplo 34.4 Longitud de onda de De Broglie
Determinar la longitud de onda De Broglie correspondiente a una particulas de 10 g que
se mueve a una velocidad de 10®m/s.
Planteamiento
La longitud de onda A y el momento de una particula estan relacionados por A = h/p.
Pasos
Utilizar la definicion de la longitud de onda de De Broglie y reemplazar por los datos
conocidos

3 = h h 6.63 - 10734 s a0 ts

~ » " mw (1.00-10-9%g)(1.00-10-6m/s) _ m

Comprobacion
Como cabia esperar, esta longitud de onda, que es cuatro o cinco érdenes de magnitud
inferior al didmetro de un nucleo atdmico, resulta demasiado pequefia para poder ser
observada.

Como la longitud de onda determinada en el ejemplo 34.4 es mucho menor que cualquier posible
abertura u obstaculo, es practicamente imposible observar la difraccion o interferencia de tales
ondas. De hecho, la propagacion de ondas de longitudes de onda muy pequeiias no puede
distinguirse de la propagacion de particulas. El momento lineal de la particula ejemplo 34.4 es s6lo
de 10°!° kg m/s, una particula macroscépica con un momento lineal mayor tendria una longitud de
onda ain mas pequefia. Por consiguiente no se observan las propiedades ondulatorias de objetos
macroscopicas del tipo de bolas de billar o pelotas de tenis.

Problema practico 34.5. Hallar la longitud de onda de De Broglie de una pelota de béisbol de
masa 0.17 kg que se mueve a 100 km/h.

La situacion es distinta en el caso de electrones u otras particulas microscopicas de baja energia.

Consideremos una particula de energia cinética K, su momento lineal se deduce de:
2

_r
2m
O bien
p =V2mK
Su longitud de onda es, por lo tanto,
_h_h
P V2mK
si multiplicamos numerador y denominador por ¢, se obtiene:
hc 1240 eV-nm

A =

35.15

2mclK V2mci2K

Donde hemos utilizado hc=1240 eV nm. Para los electrones, mc’=0.511 MeV. Por lo tanto
_ 1240 eV - nm _ 1240 eV -nm

V2mcZK  [2(0.511 x 10-%eV)K

o bien
1.226nm

vK

Longitud de onda del electron: A= (K en electronvolts) 34.16
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Longitud  Leyde Fdrmula de Aceleracidn
de onda del Bragg deBroglie a fravés del

. electron voltaje V
De manera inversa: L

Las ecuaciones 34.15 y 34.16 no son validos para particulas relativistas cuyas energias cinéticas
sean comparables a sus energias en reposo mc?. (Las energias en reposo se estudiaron en el capitulo
7 y en el capitulo R.)

Problema practico 34.6
Hallar la longitud de onda de un electrén cuya energia cinética es de 10eV.

INTERFERENCIA Y DIFRACCION DE ELECTRONES

La observacion de los fendmenos de difraccion e interferencia constituye la prueba esencial que
pone en evidencia la existencia de las propiedades ondulatorias de los electrones. Esta observacion
la realizaron por primera vez, de forma accidental, en 1997, C.J. Davisson y L.H. Germer cuando
estaban estudiando la dispersion (scattering) de los electrones en un blanco de niquel en los
laboratorios de la Bell Telephone. Después de calentar el blanco para eliminar un recubrimiento
de o6xido que se habia acumulado durante una interrupcion accidental del sistema de vacio, vieron
que la intensidad de los electrones dispersados expresada en funcion del angulo de dispersion
mostraba maximos y minimos. Su blanco habia cristalizado y, por accidente, habia observado la
difraccion de los electrones. Entonces Davisson y Germer prepararon un blanco compuesto por un
solo cristal de niquel e investigaron exhaustivamente ente fenémeno. En la figura 34.7a, se ilustra
su experimento. Los electrones procedentes de un cafion de electrones se dirigen hacia un cristal
y luego se detectan bajo cierto angulo ¢ que puede variarse a voluntad. En la figura 34.7b, se
muestra uno de los diagramas tipicos observados, y en él se observa un intenso maximo de
dispersion a un angulo
de 50°. El angulo i
correspondiente a la U
intensidad maxima de la 0
dispersion de las ondas
por un cristal depende
de la longitud de onda y
del espaciado de los
atomos en el cristal.
Utilizando el espaciado

Detector 0°

Incident
beam

FIGURE 34-7 The Davisson-Germer
experiment. (a) Electrons are scattered from a

nickel crystal into a detector. (b) A polar plot
1 4 of the intensity I of scattered electrons versus
conocido de los atomos i s A e e g
: : is at the angle predicted by the diffraction of

de su cristal, Davisson y wavas o apdlengih A Siven by the de

(a)

Broglie formula.

Germer calcularon Ia
longitud de onda que
podia producir dicho maximo y encontraron que concordaba con la obtenida a partir de la ecuacioén
de De Broglie (ecuacion 34.16) correspondiente a la energia de los electrones que se estaban
utilizando. Variando la energia de los electrones y producir méximos y minimos diferentes
posiciones en los diagramas de difraccion. En todos los casos, las longitudes de onda medidas
estaban de acuerdo con la hipdtesis propuesta por De Broglie.
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FIGURE 34-8 (1) The diffraction pattern produced by X rays of wavelength 0.071 nm on an aluminum
foil target. (b) The diffraction pattern produced by 600-eV electrons (A = 0.050 nm) on an aluminum foil
target. (c) The diffraction of 0.0568 eV neutrons (A = (.12 nm) incident on a copper foil. (d) A two-slit
electron diffraction-interference pattern. ((a) and (b) PSSC Physics, 2nd ed., 1965. D.C. Heath & Co., and
Education Development Center, Inc., Newton, MA, (c) C.G. Shull, (d) Claus Jdénsson.)

(a) (c)

Otra prueba de la naturaleza ondulatoria de los electrones la proporciond G. P Thomson (hijo de
J. J. Thomson) en el mismo afo, quien observo la difraccion de electrones en su transmision a
través de hojas delgadas de metal. Una hoja de metal estd compuesta por cristales diminutos
orientados al azar. El diagrama de difraccion resultante de una hoja de este tipo es un conjunto de
circunferencias concéntricas. Las figuras 34.8a y 34.8b muestran el espectro de difraccion
observado utilizando rayos X y electrones sobre un blanco formado por una hoja de aluminio. La
figura 34.8c corresponde a la difraccion de neutrones sobre una hoja de cobre. Obsérvese la
semejanza de los diagramas. La difraccion de atomos de hidrégeno y helio fue observada en
1930. En todos los casos, las longitudes de onda medidas concuerdan con las predicciones de De
Broglie. En la figura 34.8d, se ve un espectro de difraccion producido por electrones que inciden
sobre dos rendijas estrechas. Este experimento es andlogo al famoso experimento de Young de
difraccidn-interferencia por una doble rendija con luz. El diagrama es idéntico al que se observa
con fotones de la misma longitud de onda (comparese con la figura 34.1).

Poco después de que se descubrieran las propiedades ondulatorias del electrén, se sugirid que
podian utilizarse éstos en lugar de la luz para ver objetos pequeiios. Como deciamos en el capitulo
33, las ondas reflejadas transmitidas pueden mostrar con resolucion detalles de objetos so6lo
cuando estos detalles son mayores que la longitud de onda de la onda reflejada (o transmitida). Los
haces de electrones, que pueden enfocarse mediante campos magnéticos y eléctricos, pueden tener
longitudes de onda muy pequefias mucho mas cortas que las de la luz visible. Hoy en dia, el
microscopio electronico (figura 34.9) es una importante herramienta de investigacion utilizada
para visualizar mues- tras mucho mas pequefias que las que se observan con un microscopio
optico.

ONDAS ESTACIONARIAS Y CUANTIZACION DE LA ENERGIA

Dado que los electrones poseen propiedades ondulatorias, parece 16gico considerar la posibilidad
de producir ondas electronicas estacionarias. Si la energia esta asociada a la frecuencia de una
onda estacionaria, como en E=/f (Ecuacion 34.14) la energia de estas ondas no podra variar de
manera continua sino que estara cuantizada tomando sélo valores discretos.

La idea de que los estados energéticos discretos en los atomos podian explicarse con el concepto
de las ondas estacionarias condujo a Erwin Schrodinger en 1926 a formular detalladamente una



teoria matematica, conocida como mecanica ondulatoria, que, con aportaciones independientes
de otros cientificos, dio lugar a la actual teoria cuantica o mecanica cuantica. En mecanica
ondulatoria, el electron se describe mediante una funcién de onda que obedece a una ecuacion de
onda conocida como ecuacion de Schrodinger. La forma de esta ecuacion para una determinada
particula depende de las fuerzas que actan sobre la particula, descritas por las funciones de energia
potencial asociadas a estas fuerzas. En el capitulo 35, se trata esta ecuacion, que es, en cierto
modo, algo semejante a las ecuaciones de onda clésicas del sonido o la luz. Schrédinger resolvio
el problema de la onda estacionaria para el atomo de hidrogeno, el oscilador arménico simple y
otros sistemas de interés. Asi demostré que las frecuencias permitidas, combinadas con la
expresion E =hf, daban como resultado la serie de niveles energéticos observados
experimentalmente para el &tomo de hidrogeno, demostrando de este modo que la teoria cuantica
proporciona un método general para los niveles energéticos cuantizados de un sistema
determinado. La teoria cuantica es la base de la moderna comprension del mundo, desde los
procesos internos del nicleo atdmico a los espectros de radiacion de las galaxias distantes.

KZX N INTERPRETACION DE ONDA

La funcion de onda correspondiente a las ondas de una cuerda describe el desplazamiento de la
cuerda y. La funcion de onda para las ondas sonoras puede ser o bien el desplazamiento s de las
moléculas del aire, o bien presion P. La funcion de onda para las ondas electromagnéticas es el
campo eléctrico E y el campo magnético B (ambos vectores). ;Qué es la funciéon de onda
correspondiente a las ondas electronicas? El simbolo que utilizamos para esta funcion de onda es
v (letra griega psi). Cuando Schrodinger publico su ecuacion de onda, ni €l ni nadie sabia como
interpretar la funcion de onda y. Una forma de hacerlo es considerar la cuantizacion de las ondas
luminosas. Para las ondas clasicas, como las sonoras o las luminosas, la energia por unidad de
volumen de la onda es proporcional al cuadrado de la funcion de onda. Como la energia de una
onda luminosa estd cuantizada, la energia por unidad de volumen es proporcional al nimero de
fotones por de volumen. Es, por lo tanto, 16gico suponer que cuadrado de la funcion de onda del
foton sea proporcional al numero de fotones por unidad de volumen de una onda luminosa. Sin
embargo, supongamos que tenemos una fuente luminosa de muy baja energia, tal que en un cierto
tiempo emite s6lo un fotén. En cualquier unidad de volumen existird un foton o ninguno. El
cuadrado de la funcidon de onda describe entonces la probabilidad de encontrar un foton en cada
unidad de volumen.

La ecuacion de Schrodinger describe una sola particula. Por lo tanto, el cuadrado de la funcién
de onda de una particula debe describir la densidad de probabilidad, es decir, la probabilidad por
unidad de volumen, de encontrar la particula en un punto. La probabilidad de encontrar la
particula en un elemento de volumen debe ser también proporcional al tamano del elemento de
volumen dV. Entonces, en una dimension, la probabilidad de encontrar una particula en una
region dx en la posicion x es W?(x) dx. Sillamamos P(x)dx a esta probabilidad, en donde P(x) es
la densidad de probabilidad, tendremos



P(x) = w3(x) 34.17
Densidad de Probabilidad

Generalmente la funcion de onda depende del tiempo, asi como de la posicion, y se escribe W(x,t).
Sin embargo, para las ondas estacionarias, la densidad de probabilidad es independiente del
tiempo. Como en este capitulo trataremos fundamentalmente ondas estacionarias, prescindiremos
de la dependencia temporal de la funcidon de onda y escribiremos ¥(x), o simplemente ‘P.

La probabilidad de encontrar la particula en la region que hay entre x1 y x1 + dx o en la que
hay entre x2 y x2 + dx es de la suma de las probabilidades por separado P(x1)dx + P(x2)dx. Si
tenemos solamente una particula, la probabilidad de encontrarla en algin lugar debe ser 1. Por lo
tanto, la suma de las probabilidades extendida a todos los valores posibles de x debe ser igual a 1.

o 2
f Y dx=1 34.18

Condicion de normalizacion.
La ecuacion 34.18 se llama condicién de normalizacién. Si ¥ ha de satisfacer la condicion de
normalizacion, debe tender a cero cuando |x| tiende a infinito. Esto supone una restriccion en las
soluciones posibles de la ecuacion de Schrodinger. Hay soluciones de la ecuacion de Schrodinger
que no tienden a cero cuando [x| tiende a infinito y que no son aceptables como funciones de onda.

_ Calculo de la probabilidad de una particula clasica.
Una particula puntual clasica se mueve rebotando con velocidad
constante entre dos paredes situadas en x = 0 y x = 8,0 cm (figura
34.10). Se carece de cualquier informacion adicional acerca de su 5
situacién. (a) ;Cual es la densidad de probabilidad P(x)? (b) {Cual
es la probabilidad de encontrar la particula en x =2cm? (¢) (Cual es
la probabilidad de encontrar la particula entre x =3,0 cmy x = 3,4
cm?

PLANTEAMIENTO No conocemos la posicion inicial de la

particula. Como ésta se mueve a velocidad constante, es igualmente
probable encontrarla en cualquier sitio de la regién 0<c<8,0cm por
normalizacion, es decir, considerando que la probabilidad de
localizar la particula en algun lugar, sea el que sea, entre x = 0 y x = 8,0 tiene que ser 1.

SOLUCION
(a) 1. La densidad de probabilidad P(x) es constante entre las paredes y cero en el resto del
0x<0
espacio: P(x){Py 0 < x < 8,0cm
0x>80cm

2. Aplicar la condicion de normalizacion:



o

[2 P@)dx = [° P(x)dx + [T P(x) + P(x)dx

8,0cm
8,0cm

=0+ j Py(x)dx + 0 = Py(8,0cm) =1
0

3. Despejamos Po:

Py = La probabilidad de encontrar la particula exactamente en el punto x

=2es0
(b) La probabilidad de encontrar la particula en un intervalo Ax es proporcional a PoAx =

Ax/(8cm). La probabilidad de encontrar la particula en el punto x =2cm es cero si exigimos
que la particula de esté exactamente en un punto determinado. Dicho de otro forma, ya que
hay infinitos puntos x =0y x = 8cm, y la particula se encuentra con la misma probabilidad
en cada punto, la probabilidad de hallarla en un punto determinado debe ser cero.

8,0cm

(c) Como la densidad de probabilidad es constante, la probabilidad es constante, la
probabilidad de que una particula se encuentre en un intervalo Ax en la regién 0 < x <
8,0cm es PoAx. La probabilidad de que la particula se encuentre en la region 3,0cm < x <
3,4 cm es, por lo tanto:

PyAx = ( )0,4cm = 0,05cm

8,0cm

COMPROBACION La longitud del intervalo 3,0cm < x < 3,4 cm es de 0,4cm,
precisamente el 5% de L = 8cm. Ya que la particula se mueve a velocidad v con modulo
constante, se espera que esté en el intervalo 3,0cm < x < 3,4 cm durante un 5% del tiempo
total que empleamos en observarla, siempre y cuando dicho tiempo total sea mucho mas
largo que L/v (el tiempo que la particula requiere para cubrir los 8,0cm). El resultado del
aparto (c) coinciden con lo esperado.

REMADUALIDAD ONDA-PARTICULA

Hemos visto la luz, considerada habitualmente como una onda, presente propiedades corpusculares
cuando interacciona con materia, por ejemplo, en el efecto fotoeléctrico o en la dispersion
Compton. Los electrones, que normalmente consideramos como corpusculares o particulas,
presentan propiedades ondulatorias como la interferencia y la difracciéon cuando pasan cerca de
bordes y obstaculos. Todos los portadores de momento lineal y energia, tales como los electrones,
los 4tomos o la luz, tienen ambas caracteristicas de onda y particula. Resulta tentador decir que un
electrén, por ejemplo, es a la vez una onda y particula, pero ;qué significa esto? En fisica clasica,
los conceptos de ondas y particulas son mutuamente excluyentes. Una particula cldsica se
comporta como un perdigon; puede localizarse y ser desviado, intercambia energia y del momento
lineal en los choques. No presenta fendmenos de interferencia y difraccion. Una onda clasica, por
el contrario, se comporta como una ola, una onda en la superficie del agua; presenta fendémenos de
interferencia y difraccion, y su energia se dispersa continuamente en el espacio y en el tiempo. Las



nociones de onda clésica y corpusculo clasico se excluyen mutuamente. Nada puede ser a la vez
una particula cldsica y una onda clésica.

Cuando en 1801 Thomas Young observo el diagrama de interferencia de la luz al pasar por
dos rendijas, la luz fue considerada como una onda clasica. Por otra parte, los electrones
descubiertos por J.J. Thomson se consideraron particulas clasicas. Hoy sabemos que estos
conceptos clasicos de ondas y particulas no describen adecuadamente todos los aspectos de ningun
fenémeno.

Todo objeto fisico propaga como una onda e intercambia energia como una particula.
Frecuentemente, los conceptos de particula clasica y de onda clasica ofrecen los mismos
resultados. Cuando la longitud de onda es muy pequefia, los efectos de difraccion son
despreciables, de modo que las ondas se propagan en linea recta como las particulas. Igualmente,
la interferencia no es apreciable para las ondas de longitud de onda muy pequeia porque los
maximos y minimos estan demasiado proximos para ser observados. En estas condiciones no
importa el concepto que utilicemos. Cuando la difraccion es despreciable, podemos considerar que
la luz es una onda que se propaga como un conjunto de rayos del modo que explica la Optica
geométrica, o como un haz de particulas, fotones. Del mismo modo, podemos considerar el
electron como una onda que propaga como los rayos de la Optica geométrica o, lo que es mas
corriente, como una particula que sigue su trayectoria.

También podemos utilizar el concepto de onda o el de particula para describir el de
intercambio de energia si tenemos un numero grande de particulas y sélo estamos interesados en
los valores medio de los intercambio de energia y momento lineal.

REVISION DEL EXPERIMENTO DE LAS DOS RENDIJAS

La dualidad onda-particula puede ilustrarse analizando el experimento de un electron que incide
sobre una barrera con dos rendijas o ranuras. El andlisis es el mismo si usamos un electrén o un
foton (luz). Para describir la propagacion del electron debemos utilizar la teoria ondulatoria.
Supongamos que la fuente es puntual, como la punta de un aguja, de modo que tengamos ondas
esféricas propagandose desde ella. Después de atravesar las dos ranuras, los respectivos frentes de
onda, cada uno emitido por una ranura, se van ensanchando. La funcién de onda ¥ en un punto
sobre una pantalla o pelicula, lejos de las ranuras, depende de la diferencia de caminos recorridos
a partir de cada una de las dos rendijas. En aquellos puntos para los cuales la diferencia de caminos
es cero o un numero entero de longitudes de onda, el valor absoluto de la funcién de onda es un
méximo. Como la probabilidad de detectar el electron es proporcional a P2, es muy probable que
el electron llegue a estos puntos, En los puntos para los cuales la diferencia de caminos es un
nimero impar de semilongitudes de onda, la funcion de onda ¥ es cero, lo cual indica que es muy
probable que el electron se detecte cerca de estos puntos. La fotografia de apertura de este capitulo
muestra los diagramas de interferencia producidos por 100, 300, 20 000 y 70 000 electrones.
Obsérvese que, aunque el electrén se propaga a través de las ranuras como una onda, interacciona
con la pantalla en un Gnico punto, como una particula.

PRINCIPIO DE INDETERMINACION

Una consecuencia importante de la dualidad onda-particula en la naturaleza es el principio de
incertidumbre o, mejor, principio de indeterminacion, el cual establece que, un principio, es



imposible medir simultdneamente la posiciéon y el momento lineal de una particula con una
precision ilimitada. Una forma habitual de medir la precision de un objeto es observar dicho objeto
iluminandolo con luz. Al hacer esto, la luz se dispersa en el objeto y determinamos su posicion por
la direccion de la luz dispersada. Si utilizamos luz de longitud de onda A, podemos medir la
posicion x sdlo con una precision de A debido a los efectos de difraccion:

Ax = A

Por lo tanto, para reducir la incertidumbre en la posicion, podemos utilizar luz de longitud de onda
muy corta, incluso quizé rayos X. En principio, no hay limite en la exactitud de la medida de la
posiciodn, ya que no hay limite en cuanto a la corta que puede ser la longitud de onda A.

Conocemos la masa de un objeto, podemos determinar su momento lineal Px midiendo su
posicidn en dos instantes proximos, calculando asi su velocidad y multiplicandola finalmente por
la masa. Si utilizamos luz de longitud de onda A, los fotones tienen un momento lineal /4. Cuando
estos fotones se dispersan por el objeto en estudio, el momento lineal de éste se modifica
incontrolable. Cada foton aporta un momento lineal //4, asi que la incertidumbre en la medida del
momento lineal AP, el objeto, introducida al intentar observarlo, el del orden de /4/4:

h

APx s I

Cuando la longitud de onda de la radiacion es pequefia, el momento lineal del foton es grande y la

medida de Px tendrd una gran incertidumbre. Esta incertidumbre no puede eliminarse reduciendo

la intensidad de la luz; tal reduccidon simplemente disminuye el numero de fotones del haz. Para

ver el objeto, debemos dispersar al menos un foton. Por lo tanto, la incertidumbre en la medida del

momento lineal de la particula serd grande si A es pequeia y la incertidumbre en la medida de la
posicion del objeto sera grande si A es grande también.

Légicamente, podriamos también observar particulas dispersando electrones en lugar de
los fotones, pero subsiste el problema. Si utilizamos electrones de momento lineal pequefio para
reducir la incertidumbre en la medida de la posicion debido a la difraccion de los electrones. La
relacion entre la longitud de onda y el momento lineal, A = h/ Pxla misma para electrones y fotones.

El producto de las incertidumbres intrinsecas en posicion y momento lineal es

A, Ap, = 1 X E =h
A
Esta relacion entre las incertidumbres en posicidon y momento lineal se llama principio de
incertidumbre. Si definimos con precision lo que se entienden por incertidumbres en las medidas,
se puede dar un enunciado mas exacto del principio de incertidumbre, si Ax y Ap se define como
las desviaciones estandares en las medidas de posicion y momento lineal, se puede demostrar que
su producto debe ser mayor o igual a h/2

Aydpy = 1h 34.19

N| -

donde h = h/2m.*

La expresion 34.19 del principio de incertidumbre, que conviene reintentar y rebautizar
como principio de indeterminacién, fue enunciada por primera vez por Werner Heisenberg en
1927. En la préctica, los errores en las medidas experimentales son habitualmente mucho mayores
que este limite inferior consecuencia inevitable de la dualidad onda-corpusculo.



REFRIUNA PARTICULA CONFINADA EN UNA CAJA!

Muchas de las caracteristicas importantes de la fisica cuantica
pueden ilustrarse sin resolver la ecuacion de Schrodinger, considerado el problema simple de una
particula de masa m confinada en una caja unidimensional de longitud L, tal como la particula del
ejemplo 34.5. Esta situacion es mas o menos andloga a la de un electrén confinado dentro de un
atomo, o un proton encerrado dentro de un nicleo. Cuando una particula clasica rebota adelante y
atras entre las paredes de la caja, su engeria y momento lineal pueden tomar alores cualesquiera.
Sin embargo, de acuerdo con la teoria cuantica, la particula viene descrita por una funcion de onda
Y, cuyo cuadrado describe la probabilidad de encontrar la particula en cierta region. Como hemos
supuesto que la particula estd realmente dentro de la caja, la funcidon de onda debe ser cero en
cualquier ligar fuera de la caja. Si la caja estd comprendida entre x = 0 y x= L, tenemos
Y=0parax <0yx =L

En particular, como la funcion de onda es continua, se anulard en los puntos extremos de la caja,
x =0y x = L. Esta es la misma condicién que cumplen las ondas estacionarias ¢ una cuerda con
extremos fijos en x =0y x =L, y los resultados son los mismos. Las longitudes de onda permitidas
para una particula dentro de la caja son aquellas para la que la longitud L es igual a un nimero
entero de semilongitudes de onda (figura 34.11).

An
L=n—n=123,.. 34.20

CONDICION DE ONDA ESTACIONACRIA,
PARTICULA EN UNA CAJA DE LONGITUD L

La energia total de una particula dentro de una caja es su energia cinética:
2

p
E=—mv:i=—
2™ T om

Sustituyendo la relacion De Broglie, pn = h/An
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Por lo tanto, la condicion de onda estacionaria An = 2L/n establece las energias permitidas:
h2
Ey, = n? SilE = n?E, 34:21
ENERGIAS PERMITIDAS PARA UNA PARTICULA EN UNA CAJA

donde
hZ
1= 8"1—[.2 342 2

ENERGIA DEL ESTADO FUNDAMENTAL DE UNA PARTICULA EN UNA CAJA

es la energia del estado mas bajo o estado fundamental.

La condicion ¥ = 0 en x = 0 y x = L se llama condicién de contorno. Estas condiciones
en la teoria cuantica conducen a la cuantizacion de la energia. La figura 34.12 muestra el diagrama
de niveles energéticos de una particula dentro de una caja. Obsérvese que la energia mas baja no
es cero. Este resultado es una caracteristica general de la teoria cuantica. Cuando una particula esta
confinada en alguna region del espacio, posee una energia cinética minima que se denomina
energia del punto cero y que es siempre positiva. Cuanto mas pequena es la region del espacio,
mayor es la energia del punto cero, como indica el hecho de que E1 varia con 1/L?en la ecuacién
34.22.

Si un electron se encuentra confinado (por ejemplo, ligado a un atomo) es un estado
energético Ei, puede realizar una transicion a otro estado energético Er, emitiendo un foton si Er es
menor que Ei (Si Eres mayor que E;, el sistema absorbe un foton). En la figura 34.12, se indica con
una flecha la transicion del estado 3 al estado fundamental. La frecuencia del fotén emitido, segin
la conservacion de la energia, es*

hf =E; — Ef 34.23



La longitud de onda del fotén es, por lo tanto

h
P

- 34.24
f E—E

LAS FUNCIONES DE ONDA ESTACIONARIAS
En un instante, la amplitud de una cuerda vibrante fija en x =0y x = L viene dada por la ecuacioén
16.15

A,(x) = Apsenk, n=1,23,..
donde Anes una constante, kn = 2/Ax es el nimero de onda y An = 2L/n. Las funciones de onda
para una particula en una caja (que puede obtenerse resolviendo la ecuacion de Schrodinger, como
veremos en el capitulo 35) son las mismas:

Y. (x) = A,senk, n=123,..
donde kn = 21t/An. Utilizando An = 2L/n, tenemos

2T 2T nm
ky=—=

A, 2L/n L
Por lo tanto, las funciones de onda pueden escribirse en la forma
X
Y. (x) = A,sen(nm Z)

La constante An se determina mediante la condicion de normalizacion (ecuacion 34.18):

(o] L x
2 _ 2 com?2 z —
f_m‘P —fOAnsen (nnL)dx—l

Obsérvese que solo integramos entre x =0 y x = L, porque ¥(x) es cero en cualquier otro lugar. El
resultado de resolver la integral y despejar An es

An= Z

independientemente de n. Las funciones de onda normalizadas para una particula dentro de una
caja son, por dentro:

2 x
¥, (x) = \/; sen (nnz) n=1273,.. 34.25
FUNCIONES DE ONDA PARA UNA PARTICULA DENTRO DE UNA CAJA
En la figura 34.15 se indican estas funcionesden=1,n=2yn=3.

El nimero n se denomina niimero cuéntico. Caracteriza la funcién de onda para un estado
particular y la energia de ducho estado. En nuestro problema unidimensional, surge de la condicion



de contorno que establece que la funcion de onda debe ser cero para x =0 y x = L. En problemas
tridimensionales, apareces tres numeros cudnticos, asociados cada una a la condicién de contorno
correspondiente a cada dimension.

La figura 34.14 muestra los graficos de P? para el estado fundamental n = 1, el
primer estado excitado n = 2, el segundo estado excitado n = 3, y el estado n = 10. En el estado
fundamental, lo més probable es encontrar la particula préxima al centro de la caja, como indica
el calor maximo de P2 en x =L/2. En el primer estado excitado,

FIGURA 38.14 & oniuncion o T pars wna pes demire de wna o

() por la linea que la particula

o tiene la misma probabilidad ¢ n cualgquier punto de la caja

no es probable encontrar la particula cerca del centro de la caja, pues y? es pequefio cerca de x=L/2.
Para valores muy grandes de n, las maximos y minimos de y? estdn muy préximos entre si, como
puede verse cuando n=10. El valor medio de y? se indica en esta figura por la linea de trazos. Para
valores muy grandes de n, los maximos estin proximos que y? no se distingue de su valor medio.
El hecho de que esta valor medio (y*)m sea constante en toda la caja significa que la particula tiene
la misma probabilidad de encontrarse en cualquier lugar de la caja, es decir, el mismo resultado
clasico. Este es un ejemplo del principio de correspondencia de Bohr.

En el limite de los numeros cudnticos muy grandes,

los calculos clasico y cuantico conducen a los mismos resultados

Principio de correspondencia de Bohr

Cuando los nimeros cuanticos son muy grandes, la energia también es muy grande y, en estas
condiciones, la variacion relativa de energia entre estados cuanticos adyacentes es muy pequeia,
de tal modo que la cubanizacion energética no es importante. (Ver problema 71).

Estamos tan habituados a pensar que el electron es una particula en el sentido clasico, que
en el interior de una caja lo imaginamos como una particula rebotando adelante y atras contra las
paredes. Sin embargo, las distribuciones de la probabilidad mostradas en fig. 34.14 son
estacionarias; es decir, no depende del tiempo. Una imagen mejor de un electron en un estado
ligado es la de una nube de carga con la densidad de carga proporcional a y* Con esta imagen, las
graficos de la fig. 34.14 podrian considerarse como representaciones de la densidad de carga en
funcién de x para los diversos estados. En el estado fundamental n=1, la nube electronica esta
centrada en el punto medio de la caja y difundida por toda ella, como indica la fig.34.14a. En el
primer estado excitado, n=2, la densidad de carga de la nube electronica posee maximos y minimos
uniforme en toda la caja. Esta imagen de la nube de probabilidad es muy ttil para la comprension
de la estructura de &tomos y moléculas. Sin embargo, es necesario destacar que cuando se analiza



la interaccion de un electrén con la materia o la radiacion, siempre se le considera como una carga
unitaria global.
Ejemplo 34.6 Emision de un foton por una particula en una caja

Un electron se encuentra en una caja unidimensional de longitud 0,1nm. (a) Determinar la energia
del estado fundamental. (b) Calcular la energia en electronvolts de los cuatro primeros estados
excitados con energias mayores que la del fundamental, y construir un diagrama de niveles
energeticos. (c) determinar la longitud de onda del foton emitido en cada una de las transiciones
del estado n=3 a un estado de menor energia.

Planteamiento Respecto a los apartados (a) y (b), las energias vienen dadas por En=n2El
(ecuacion 34.21), con n = 2,3,4,5, donde la energia del estado fundamental es Ei1=h?-8mL?

(ecuacion 34.22). Respecto a (¢), las longitudes de onda vienen dadas por A= hc/(Ei-Er) (ecuacion
34.24).

Solucion
1. Vamos a utilizar hic=1240eV nm y mc2=5,11x105 eV para

h? (hc)?
El = =

8mL? 8(mc?)L?
(1240 eV nm)?

= 8(5,110x105¢V)(0,100nm)
2. 1. Calcular E,;=n’E; para n=2,3,4,5

= 37,6eV

E, = (2)?2(37,6eV) = 150 eV

E; = (3)%(37,6eV) = 338¢eV

E, = (4)?(37,6eV) = 602 eV

Es = (5)?(37,6eV) = 940 eV
2. Hacer un esquema del diagrama de niveles energéticos usando los valores de la energia de los
5 estados (fig. 34.15)

Eq =940 &

= ._] — e .I { = |'|.I|: l.""m'

|
La

1]

E;=338eV

F, =150 eV

Li=3/6eV  EIGURA 34.15

3. 1. Utilizar las energias determinadas en (b) para calcular la longitud de onda en una transicion del
estado 3 al estado 2.



hc 1240eV nm

E,—E, 338eV—150eV
2. Utilizar las energias de (a) y (b) para calcular la longitud de onda en una transicion del estado 3
al 1

A= = 6,60nm

hc 1240eV nm

E; —E; 338eV-—376eV
Comprobacion la longitud del foton emitido en la transiciéon de n=3 y n=1 es menor que la
longitud de onda del foton emitido en la transicion de n=3 y n=2. Esto era de esperar, ya que la
mayor energia del foton, menor longitud de onda.

Observacion el diagrama de niveles energéticos se muestra en la fig. 34.15. la transicion de n=3
an=2y de n=3 a n=1 viene indicadas por flechas verticales. La energia del estado fundamental de
37,6 eV es del mismo orden de magnitud que la energia cinética del electrén en el estado
fundamental del atomo de Hidrogeno, que es 13,6 eV. En el atomo de hidrogeno, el electron posee
también una energia potencial de -27,2 eV en el estado fundamental; por lo tanto, la energia total
de este estado es -13,6 eV

Problema practico 34.7 calcular la longitud de onda del foton emitido si el electron realiza una
transicion de n=4 a n=3.

A= = 4,13 nm

34.9 VALORES ESPERADOS
Al resolver un problema de mecdanica clédsica se especifica generalmente la posicion de una
particula en funcién del tiempo. En cambio, la naturaleza ondulatoria de la materia nos impide
hacer esto en sistemas microscopicos. Lo mas que podemos conocer es la probabilidad de que, al
medir la posicion de la particula, obtengamos cada uno de los posibles valores de x. si medimos la
posicion en un gran numero de sistemas idénticos, tendremos una serie de valores que
corresponden a la distribucion de probabilidades. El valor medio de x obtenido de tales medidas
de denomina valor esperado y se escribe (x). El valor esperado de x es el mismo que el valor
medio de x correspondiente a una medida de las posiciones de un gran ntimero de particulas con
la misma funcion de onda y(x).

Como y?(x) dx es la probabilidad de localizar una particula en una regiéon dx centrada en
x, el valor esperado de x es

(x) = j+oox P2(x)dx
34.26

DEFINICION: VALOR ESPERADO DE x

El valor esperado de cualquier funcion F(x) viene dado por
+00

F(x) =f F()y2(x)dx

34.27
DEFINICION: VALOR ESPERADO DE F(x)
CALCULO DE PROBABILIDADES Y VALORES ESPERADOS
ESTRATEGIA DE RESOLUCION DE PRBLEMAS
Probabilidades y valores esperados
SOLUCION
1. Para calcular la probabilidad P de encontrar la particula en una regioén de longitud infinitesimal
entre x y x+ dx, multiplicaremos la longitud dx por la densidad de probabilidad en x, entendiendo
que esta densidad de probabilidad (la probabilidad por unidad de longitud) viene dada por y*.



2. Para calcular la probabilidad P de encontrar la particula en la region x1<x<x2,dividimos, en
principio, dicha region en infinita regiones infinitesimales de longitud dx, calculamos la
probabilidad P de encontrar la particula en cada longitud infinitesimal y sumamos estas
probabilidades.

Esto es, calculamos la integral f;‘: P2 dx

3. Para calcular el valor esperado de la funcion F(x), hay que calcular la integral fj;o F(x)Y2(x)dx.
El resultado de este célculo se llama valor esperado de F(x).

El problema de una particula en una caja nos permite ilustrar el calculo de la probabilidad de
encontrar la particula en distintas regiones de la caja y los valores esperados para diversos estados
energéticos. A continuacidn, se dan dos ejemplos, utilizando las funciones de onda expresadas por
la ecuacion 34.25

Ejemplo 34.7
Probabilidad de encontrar la particula en una region determinada de la caja
Una particula se encuentra en el estado fundamental en una caja unidimensional de longitud L.
determinar la probabilidad de localizar esta particula (a) en la region de longitud Ax=0,01L
centrada en x=1/2L, y (b) en la region 0<x<1/4 L.
Planteamiento la probabilidad P de localizar la particula en un cierto intervalo infinitesimal dx es
y?dx. Para una particula en el n-esimo estado estacionario, la funcion de onda es

\|ln=(1/ 2/ L)Sen(n—T)(ecuaci(')n 34.25). Para una particula en el estado fundamental, n=1, y*1 se

muestra en la fig. 24.14. la probabilidad de encontrar la particula en una region es precisamente el
area bajo esta curva en esta region. En el apartado (a), la region es de Ax=0,01L, centrada en x=L/2,
y el 4rea bajo la curva y? se indica en la fig 34.16 a. esta 4rea vale ~2Ax. En el apartado (b), la
region es 0<x<L/4 y el area situada bajo la curva se muestra en la fi 34.16 b. para calcular dicha
4rea, deberemos integra y? desde x=0 hasta x=L/4.

--\ w2

i =

fa— (.01

< o
la) (o) FIGURA 34.18

Solucion

()

1. La probabilidad de encontrar la particula es el area bajo la curva mostrada e la fig 34.16b. Para
calcular esta area, necesitamos averiguar la altura de la curva en x=L/2

09 = U 6) = y2/Lsen()

de modo que



. (L) 2 ,m 2
V) =TT
2. El area es el producto de la altura por la anchura y esta es Ax=0,01L

L 2
P =2 (—) Ax = -=x0,01L = 0,02
2 L
(b)

1. La probabilidad de encontrar la particula es el area bajo la curva mostrada en la fig 34.16b. para
calcular, debemos integrar desde x=0 hasta x=L/4.
2. La integral puede resolverse de varias maneras. Si se usa una tabla de integrales, hay que

cambiar la variable de integracion. El cambio a la variable OZHL—X nos da:

2 /4
P=—f sin? 0 do
T Jo

3. La integral se encuentra en las tablas:

jm'zede— 0 _(sino)/a) deoaZ="_1
i sin —(2 (sin(26)/4) de a7 =871
4. Utilizar el resultado del apartado (b), paso 2, para calcular la probabilidad:
2m 1
P=—|{=-—-]=0,091
7'[(8 4)

Comprobacién Si y? 1 estuviera distribuida uniformemente en el intervalo 0<x<L, el resultado
del paso 4 hubiera sido 0,25. Pero, en lugar de estar distribuida uniformen te, y? | es relativamente
menor en la region 0<x<1/4. Por ello, esperdbamos que el resultado del paso 4 fuera menor a 0,25.

Observacion no ha sido necesario integrar en el apartado (a) porque podiamos aproximar el area
que nos interesa mediante un rectidngulo de altura y* y anchura Ax. la probabilidad de localizar la
particula en la region A x=0,01L en x=L/2 es, aproximadamente, del 2%. Para la region 0<x<L/4,
la probabilidad es, aproximadamente, del 9,1%.

Ejemplo 34.8
Calculo de valores esperados
Determinar (a) (x) y (b) (x2) para una particula en su estado fundamental en una caja de longitud
L.
Planteamiento Utilizaremos F(x)=[ F(x)y2 (x)dx siendo v (x)=+/2/ Lsen(%)
Solucion

(a)

1. Escribir (x) utilizando la funcion de onda del estado fundamental dad por la ecuacion 34.25
con n=1
+00 2 L . X
(x) =f xp2 (x) =—f x sin? — dx
o LJ, L
2. Para resolver esta integral usando una tabla de integrales, hay que empezar cambiando a la

. . .y X
variable de integracion 8 = "

2 (L\* (™
(x)=—(—) f 0 sin’ 6 do
L\n) J,



V3
= 2L/m? f 0 sin 0 d@
0
3. Resolver la integral utilizando las tablas:

L 02 Osin260 cos286 w2
j051n29d9= —_—— - deOam=—
0

4 4 8 4
4.Sustituir esta valor en la expresion deducida en el paso 2:

()—Z(L)zfne'zede—u )L
e\ ) w2\ )72

(b) 1. Repetir los pasos 1 y 2 del apartado (a) para (x2):

+o00 2 L
(x?) = f x2P2 (x) = —f x? sin2¥ dx
—00 0

L
2L\ (" "
- —(—) j 62 sin? 6 d = 2L2/n3f 62 sin? 6 do
L\n/ ), 0
2. Resolver la integral con la ayuda de una tabla, se obtiene:

j”ez 2040 = 63 6% 1 ” Bcos 26
. sin —(6 (4 8)sm 2

3. Sustituir este valor en la expresion obtenida en el paso 1 de (b):

2/(L\*(n® = 1 1
2y 22y (2 (2= \y2 = 2
& )_L<7T> (6 4> (3 2n2>L 0,283t

Comprobacion El valor esperado de x es L/2, como es légico, ya que la distribucion de
probabilidad respecto al punto medio de la caja.
Observacién obsérvese que (x?) no es igual a (x)?

YdeOam

34.10 CUANTIZACION DE LA ENERGIA EN OTROS SISTEMAS
Las energias cuan tizadas de un sistema se determinan generalmente resolviendo la ecuacion de
Schrodinger para dicho sistema. La expresion de la ecuacion de Schrodinger depende de la energia
potencial del sistema. En la fig 34.17, se muestra la energia potencial de una particula en una caja
unidimensional de x=0 a x=L. esta funcidon de energia potencial se denomina pozo de potencial
rectangular infinito y se describe matematicamente por

1) x<0
Ux)={0 0<x<L
[o0) x>1L

34.28
Dentro de la caja, la particula se mueve libremente de modo que la energia potencia es uniforme.
Por conveniencia, se elige que su valor sea cero. Fuera de la caja, la energia potencial es infinita
y, por lo tanto, la particula no puede encontrarse en esa region, cualquiera que sea su energia. Para
este potencial no necesitamos resolver la ecuacion de Schrodinger, ya que las funciones de onda y
as frecuencias cuan tizadas son las mismas que las de una cuerda fija por ambos extremos, que
fueron estudiadas en el capitulo 16. Aunque este problema parece artificial, realmente resulta util
para analizar algunos problemas fisicos, tales como un neutron dentro de un nucleo en el que hay
un gran numero de protones y neutrones.



FIGURA 34.17 Energia potencial del
poZo rectangular infinito. Parax<0yx>L 1l
energia |_lnl|_'.'||_il|| LI{x) es infinita. La particula

estd confinada en el interior del pozo, 0<x<|

Oscilador Armonico

Mas realista que la particula dentro de una caja es el caso del oscilador armoénico, que se aplica a
un objeto de masa m sujetado a un muelle de constante eldstica k o de cualquier sistema que
experimente pequefias oscilaciones alrededor de un punto de equilibrio estable. La fig 34.18

muestra la funcion energia potencial
1

1
U(x) = Ekx2 = Emwoxz
Donde w, = 4/ k/mes la frecuencia natural del oscilador. Segun el modelo clasico el objeto oscila
entre x=+A y x=-A. su energia total es EZ% mwyA? , que puede tomar cualquier valor no negativo,

incluido e 0.

En la teoria cudntica, la particula se representa por medio de la funcién de onda P(x), la
cual esta determinada por las soluciones de la ecuacion de Schrodinger para este potencial. Las
funciones de onda normalizadas P2 (x) se representan solo para valores discretos de la energia En’
dados por

1
B = (n+3) 1
n=20,123,...
Donde f, = % es la frecuencia clasica del oscilador. Obsérvese que los niveles energéticos de un

oscilador armonico estan uniformemente espaciados con una separacion /f, como se indica en la
fig 34.12. Cuando un oscilador armoénico realiza una transicion del nivel energético n al siguiente
de energia mas baja, n-1, la frecuencia f'del foton emitido viene dado por hf = E; — Ef  ecuacién
34.23. Aplicando esta ecuacion, se obtiene

1 1
hf = By =B = (n+5) 0o = (n=145) hfy = hfy
La frecuencia f'del foton emitido es, por lo tanto, igual a la frecuencia f,, clasica del oscilador.



FIGURA 34.18 Funcionenergia

potencial del oscilador arménico. Los niveles

energeticos permit

i vienen indicados por

El atomo de Hidrogeno

En el atomo de hidrogeno, un electrén esta ligado a un protdén por la fuerza de atraccion
electrostaticas que estudiamos en el capitulo 21. Esta fuerza varia en razon inversa con el cuadrado
de la distancia de separacion (exactamente como la atraccion gravitatoria entre la Tierra y el Sol).
Por lo tanto, la energia potencial del sistema electron -protdn se le asigna un valor cero cuando el
electron se encuentra a una distancia infinita del proton. Asi, la energia potencial es negativa para
toda distancia finita. Como en el caso de un objeto en Orbita alrededor de la Tierra, el sistema
electron -foton es un sistema ligado cuando la energia total es negativa. Las energias permitidas
obtenidas al resolver la ecuacién de Schrodinger para el &tomo de hidrogeno vienen descritas por
un numero cuantico n, igual que las energia de una particula en una caja y de un oscilador
armoOnico. Como veremos en el capitulo 36, las energias permitidas del atomo de hidrogeno viene
dadas por

eV
E, = —13,6;

n=123,...
34.30

La energia més baja corresponde a n=1. La energia del estado fundamental es, por lo tanto, -13,6

13'262ev = —3,40 eV. La figura 34.19 muestra e

diagrama de niveles energéticos para el a&tomo de hidrogeno. Las flechas verticales indican las
transiciones de un estado superior a un estado inferior con emision de un foton. Solo aquellas
transiciones que terminan en el primer estado excitado (n=2) presentan diferencias de energia en
el intervalo de luz visible de 1,77 eV a 3,10 eV, como se caculo en el ejemplo 34.1.

eV. La energia del primer estado excitado es —



|-+t -13,6

FIGURA 34.19 Diagrama de niveles
energéticos del dtomo de hidrégeno. La
energla del estado fundamental es —13,6 eV.
Cuando n tiende a infinito, la energia se
aproxima a 0, ¢l estado de mixima energia de
un electrdn ligado a un dtomo,

Los otros atomos son mas complejos que el atomo de hidrogeno, pero sus niveles energéticos son
semejantes a los de este en muchos sentidos. Las energias del estado fundamental son del orden
de =1 a=10 eV y muchas transiciones se verifican con las energias correspondientes a los fotones
del espectro visible.

1. Los fenomenos fisicos se propagan como ondas e interactiian como particulas.

2. El cuanto de luz denomina foton. Su energia es E=hf y su momento lineal es p=h/A, siendo h la
constante de Planck.

3. Lalongitud de onda de los electrones y otras particulas viene dada por la relacién de De Broglie,
A=h/p.

4. La cuantizacion de la energia de los sistemas ligados surge de las condiciones de ondas
estacionarias, que son equivalentes a las condiciones de contorno de la funcion de onda.

5. El principio de incertidumbre o de indeterminacion es una ley fundamental de la naturaleza que
impone restricciones teoricas en la precision de la medida simultanea de la posicion y el momento
lineal de una particula. Este principio surge de las propiedades generales de las ondas.

TEMA OBSERVACIONES Y ECUACIONES RELEVANTES
1. Constantes y valores
Constante de Planck h=6.62606957(29) x10 3*J.s = 4.13566733(10) x 10 P eV.s
342
hc hc = 1240eV.nm 34.5

2. Naturaleza corpuscular de la luz: fotones
La energia esta cuantizada

Energia de un foton y momento lineal E=hf y E=pc 34.1y34.6




3. Relaciones de frecuencia-longitud de onda
(energia-momento)

Fotones y relacion de De Broglie

para particulas materiales E=hf y p=h/A 3414y 34.13
Particulas no relativista k=(p™2)2m yasi A= he/N(2mke™2) 34.15
Efecto fotoeléctrico kmax = (m(v"2)/2)max = hf-®
donde @ es la funcion de trabajo o energia de extraccion del catodo.
343
_h

Dispersion Compton Ah=X-X Ar= mec (1 —cosf), _ 2,426 pm(1-cos0) 34.11

4. Mecanica cuantica El estado de una particula, tal como un electron, viene descrito por su

funcion de onda YW, que es una solucion de la ecuacion de ondas de Schrodinger.

Densidad de probabilidad La probabilidad de encontrar la particula en cierta region del espacio
dx, centrada en x, viene dada por P(x) = ¥"2(x)dx

» - [ ni=1
Condicion de normalizacion 34.18

Numero cuantico La funcion de onda correspondiente a un estado energético
particular viene caracterizado por un numero cuantico n. En tres dimensiones hay tres nimeros cuanticos,
cada uno asociado con una condicién de contorno en cada dimension.

Valor esperado El valor esperado de x es el valor medio de las medidas de las
posiciones de un gran numero de particulas descritas por la misma funcién de onda W(x).

<= [T xWl(x)dx 3426 <Fx)>= [T F(x)P2(x)dx 3427

5. Dualidad onda-particula Fotones, electrones, neutrones y todos los portadores de energia
y momento lineal presentan propiedades corpusculares y ondulatorias. Se propagan como una
onda clasica exhibiendo los fenémenos de difraccidon e interferencia; sin embargo, suelen
interaccionar intercambiando paquetes discretos de energia -cuantos- que se comportan como
particulas clasicas. Como la longitud de onda de De Broglie de los objetos macroscopicos es
extraordinariamente pequefia, no se observan los fenomenos de difraccion e interferencia. De
igual forma, cuando se intercambia una cantidad macroscopica de energia, el nimero de cuantos
que intervienen es tan grande que la naturaleza corpuscular de dichos cuantos no es observable.

6. Principio de indeterminacion La dualidad onda-particula de la naturaleza conduce al
principio de indeterminacion, segun el cual, el producto de la incertidumbre en una medida de la
posicion por la incertidumbre en una medida del momento lineal debe ser mayor que h/2 donde

h es la constante de Planck reducida.
i3

Qx:dp2g 34.19

Respuestas a las comprobaciones conceptuales
341 273

342 (N)=8/3  (N?)=38/3

Respuestas a los problemas practicos

341 4,13x10"-7 eV

342 (a)12,4um (b) 1,24 nm (c) 1,24 pm




En algunos problemas se dan mas datos de los realmente necesarios; en otros pocos, deben de
aportarse algunos datos a partir de conocimientos generales, fuentes externas o estimaciones logicas.

En los datos numéricos sin coma decimal se deben considerar significativos todos los digitos,
incluidos los ceros a la derecha del ultimo diferente de cero.

PROBLEMAS CONCEPTUALES

1 « El caracter cuantizado de la radiacion electromagnética se revela por (a) la experiencia de la doble
rendija de Young, (b) la difraccion de la luz por una pequenia abertura, (c) el efecto fotoeléctrico, (d)
el experimento de los rayos catodicos de J.J. Thomson. *

2 = Dos fuentes de luz monocromadtica, A y B, emiten el mismo numero de fotones por segundo. La
longitud de onda de A es A, =400 nm y la de B es Ab = 600 nm. La potencia radiada por la fuente B
(a) es igual a la de la fuente A, (b) es menor que la de la fuente A, (c) es mayor que la de la fuente A,
(d) con los datos disponibles no puede compararse con la potencia de A.

3 « La funcién de trabajo o energia de extraccion de una superficie es ®. La longitud de onda umbral
para la emision de los fotoelectrones de la superficie es (a) hc/®@, (b) @/hf, (¢) hf/®, (d) ninguna de
las anteriores. *

34.3 1,46x10"7 cm™-3

34.4 0,6c

34.51,4x10°-34 m

34.6 0,388 nm. A partir de este resultado, vemos que un electron de 10 eV tiene una longitud
de onda de De Broglie de unos 0,4 nm. Este valor es del mismo orden de magnitud que el tamafio de
un atomo y que el espaciado entre atbmos en un cristal.

34.7 4,70 nm PROBLEMAS

* Concepto simple, un solo paso, relativamente facil.
++ Nivel intermedio, puede exigir sintesis de conceptos.
se« Desafiante para alumnos avanzados.

*La solucién se encuentra en el manual de soluciones
Los problemas consecutivos que estan sombreados son problemas relacionados.

4 e+ Cuando un haz de longitud de onda A, incide sobre cierto catodo fotoeléctrico, éste no emite
electrones, cualquiera que sea la intensidad de luz incidente. Sin embargo, cuando un haz de luz de
longitud de onda A, < A, incide sobre el mismo catodo, se emiten electrones, aunque la luz incidente
sea de baja intensidad.

Explicar este fendmeno.

5 « Verdadero o falso: (a) La longitud de onda de De Broglie de un electron es inversamente
proporcional a su momento lineal. (b) Los electrones pueden sufrir difraccion. (c) Los neutrones
pueden sufrir difraccion.



6 « Si la longitud de onda de un electrén y un proton son iguales, (a) la velocidad del protén es mayor
que la del electron, (b) las velocidades del electron y el protdn son iguales, (c) la velocidad del proton
es menor que la del electrén, (d) la energia del protdn es mayor que la del electrén, (e) las afirmaciones
(a) y (d) son ambas correctas.

7 « Un protdén y un electron tienen energias cinéticas iguales. En consecuencia, la longitud de onda
del proton es (a) mayor que la longitud de onda del electron, (b) igual que la longitud de onda del
electrdn, (c) menor que la longitud de onda del electron.

8 « La variable x representa la posicion de una particula. ;jPuede el valor esperado de x tomar en
alguna ocasion un valor para el cual la funcion de probabilidad P(x) sea cero? Dar un ejemplo
concreto.

9 «« Durante cierto tiempo se creyo que si se realizan dos experimentos idénticos utilizando sistemas
idénticos en las mismas condiciones, los resultados debian ser idénticos. Explique como debe
modificarse esta afirmacion de modo que sea compatible con la mecanica cuantica.

10 <= Un dado de seis caras tiene el nimero 1 pintado en tres caras y el numero 2 en las otras tres. (a)
({Cudl es la probabilidad de que salga un 1 cuando se lanza el dado? (b) ;Cual es el valor esperado de
la puntuacion que salga cuando se lanza el dado? (c) ;/Cual es el valor esperado del cubo de la
puntuacion que salga cuando se lanza el dado?

ESTIMACIONES Y APROXIMACIONES

11 *+ Alumnos de un laboratorio avanzado de
fisica usan rayos X para medir la longitud de onda de Comptom, Ac. Dichos alumnos obtienen los
siguientes desplazamientos de la longitud de onda A5 — Ai en funcién del angulo de dispersion 0
0 45° 75° 90° 135°  180°
AS—A 0,647pm 1,67pm 245pm 3,98 pm 4,95

Con estos datos hacer una estimacion de la longitud de onda de Compton. Comparar esta estimacion
con el valor aceptado. *

12 s Hoja de célculo. Un grupo de estudiantes que estan en un laboratorio de fisica intentan
determinar la constante de Planck, h utilizando un aparato de efecto fotoeléctrico similar al que se
muestra en la figura 34.2. Como fuente de luz los estudiantes se sirven de un laser de Hélio-Neo6n con
longitud de onda graduable. Los datos que obtienen para la energia cinética maxima de los electrones
son:

A 544nm 594nm 604nm 612ném 633 nm
Kmax 0,360 eV 0,199 eV 0,156 eV 0,117 eV 0,002 eV

(a)Utilizando una hoja de calculo o una calculadora de graficos, representar graficamente el valor
maximo de la energia cinpetica, Kmax, en funcion de la frecuencia. (b)Usar esta grafica para hacer
una estimacion del valor de la constante de Planck segun los datos de estos alumnos. (Sugerencia:
puede resultar ser util calcular la recta de regresion lineal usando la hoja de calculo o la calculadora
de graficos.) (c¢);Qué metal se utiliz6é probablemente como catodo?

NATURALEZA CORPUSCULAR
DE LA LUZ: FOTONES



14 » Hallar la energia en electronvolts de los fotones correspondientes a luz de longitud de onda (a)
450 nm, (b) 550 nm, (¢) 650 nm

15 « Calcular la energia en electronvolts de los fotones correspondientes a una onda electromagnética
de frecuencia (a) 100 MHz en la banda de radio de FM y (b) de 900 KHz en la banda de radio de AM.

16 + ;Cual es la frecuencia de los fotones que tienen las energias siguientes: (a) 1,00 eV, (b) 1,00 KeV
y (c) 1,00 MeV?

17 « Hallar la energia de los fotones en electronvolts si su longitud de onda es: (a) 0,100 nm
(aproximadamente un diametro atomico) y (b) 1,00 fm (aproximadamente un didmetro nuclear).

18 += La longitud de onda de la luz roja emitida por un laser He-Ne de 3,00 mW es 633 nm. Si el
diametro del haz laser es 1,00 mm, ;Cual es la densidad de fotones del haz? Supdngase que la
intensidad se distribuye uniformemente a través del haz.

19 « Aplicacion a la ingenieria Los laseres tipicamente usados en redes de telecomunicacion tienen
longitudes de onda de unos 1,55 um. ;Cuantos fotones por segundo se transmiten si dicho laser tiene
una potencia de salida de 2,50 mW? *

EFECTO FOTOELECTRICO

20 « La funcion de trabajo del tungsteno es 4,58 eV. (a) Hallar la frecuencia umbral y la longitud de
onda umbral para que se produzca efecto fotoeléctrico cuando una radiacion electromagnética
monocromatica incida sobre una superficie de tungsteno. (b) Determinar la energia cinética maxima
de los electrones si la longitud de onda de la luz incidente es 200 nm y (¢) 250 nm.

21 » Cuando incide luz ultravioleta monocromatica de 300 nm de longitud de onda sobre una muestra
de potasio, los electrones emitidos tienen una energia cinética maxima de 2,03 eV. (a) ;Cual es la
energia del foton incidente? (b) ;Cual es la funcion de trabajo del potasio?, (c) ¢Cual seria la energia
cinética maxima de los electrones si la radiacion electromagnética incidente tuviese una longitud de
onda de 430 nm?, (d) ;{Cual es la longitud de onda maxima de la radiacion electromagnética para
producir efecto fotoeléctrico en el potasio?

22 « La longitud de onda maxima de la radiacion electromagnética capaz de producir la emision
fotoeléctrica de electrones al inducir sobre una muestra de plata de 262 nm. (a) Hallar la funcion de
trabajo de la plata. (b) Hallar la energia cinética méaxima de los electrones si la radiacion incidente
tiene una longitud de onda de 175 nm.

23 « La funcioén de trabajo del cesio es 1,90 eV. (a) Hallar la minima frecuencia y la maxima longitud
de onda para producir emision fotoeléctrica de electrones en una muestra de cesio. Hallar la energia
cinética maxima de los electrones si al ongitud de onda de la radiacion incidente es (b) 250 nm y (¢)
350 nm.

24 e+« Al iluminar una superficie con radiacion electromagnética de 780 nm de longitud de onda, se
emiten electrones cuya energia cinética maxima es de 0,37 eV. ;Cual seria la energia cinética maxima
si se iluminara con radiacion de 410 nm de longitud de onda?



EFECTO COMPTON

25 « Hallar el desplazamiento de la
longitud de onda de los fotones dispersados a 6 = 60° por electrones en reposo. (Suponer que los
electrones inicialmente se mueven con velocidad despreciable y que estan virtualmente libres, es
decir, no atrapados por atomos o moléculas).

26 « Para algunos fotones dispersados por los electrones del carbono, el desplazamiento de la longitud
de onda es 0,33 pm. Hallar el angulo de dispersion. (Suponer que los electrones inicialmente se
mueven con velocidad despreciable y que estan virtualmente libres, es decir, no atrapados por atomos
o moléculas).

27 « Los fotones de un haz monocromatico son dispersados por electrones. La longitud de onda de
los fotones desviados un angulo de 135° respecto a la direccion del haz incidente es 2,3 por ciento
menor que la longitud de onda de los fotones incidentes. ;Cual es la longitud de onda de los fotones
incidentes?

28 « Compton utilizé fotones de 0,0711 nm de longitud de onda. (a) ;Cual es la energia de uno de
estos fotones? (b) /Cual es la longitud de onda de los fotones dispersados en la direccidén opuesta a la
direccion de los fotones incidentes? (¢) ;Cual es la energia de un foton dispersado en esta direccion?
29 « En el caso de los fotones utilizados por Compton (ver problema 28), hallar el momento lineal del
fotén incidente y el momento del fotén dispersado en la direccion opuesta a la direccion de los fotones
incidentes. Utilizar la conservacion del momento lineal para hallar el momento lineal del electron de
retroceso en este caso.

30 *+ Un haz de fotones que tienen una longitud de onda de 6,00 pm es dispersado por electrones
inicialmente en reposo. Un foton del haz es dispersado en la direccion perpendicular a la direccion
del haz incidente. (a) ;Cuanto cambia la longitud de onda del foton? (b) (Cual es la energia cinética
del electrén?

ELECTRONES Y ONDAS DE MATERIA
31 ¢ Un electron se mueve a 2,5x10"5 m/s.

Calcular la longitud de onda del electron.

32 « Un electron tiene una longitud de onda de 200 nm. Hallar (a) el modulo de su momento lineal y
(b) Su energia cinética.

33 « « Un electron, un proton y una particula a tienen, cada uno de ellos, una energia cinética de 150
KeV. Hallar (a) los médulos de sus momentos y (b) sus longitudes de onda de De Broglie.

34 « Un neutrén en un reactor tiene una energia cinética proxima a 0,020 eV. Calcular la longitud de
onda del neutrén.

35 « Hallar la longitud de onda de un proton que tiene una energia cinética de 2,00 MeV.
36 « ;Cuadl es la energia cinética de un proton cuya longitud de onda es (a) 1,00 nm y (b) 1,00 fm?

37 « La energia cinética de cada electron del haz de electrones del experimento de Davisson y Germer
era 54 eV. Calcular la longitud de onda de los electrones del haz.

38 « La distancia entre los iones de Li+ y CI- en una cristal de LiCl es 0,257 nm. Hallar la energia de
los electrones que tienen la longitud de onda igual a esta distancia.



39 « Un microscopio electronico utiliza electrones de 70 KeV de energia cinética. Hallar la longitud
de onda de estos electrones.

40 » ;Cual es la longitud de onda de un neutrén cuya velocidad es de 1,00x10°6 m/s?

PARTICULA EN UNA CAJA

41 e+ (a) Determinar la energia del estado
fundamental (n=1) y de los dos primeros estados excitados de un neutrén en una caja unidimensional
de longitud L = 1,00x10"-15 m = 1,00 fm (del orden de magnitud del didmetro de un ntcleo atdomico).
Hacer el diagrama de niveles energéticos del sistema. Calcular la longitud de onda de la radiacion
electromagnética emitida cuando el neutrdn realiza una transicion desde (b)n=2an=1,(c)n=3 a
n=2y(dn=3an=1.

42 e+« (a) Determinar la energia del estado fundamental (n = 1) de los dos primeros estados excitados
de un proton en una caja unidimensional de longitud 0,200 nm (del orden de las dimensiones de la
molécula de H2). Calcular la longitud de onda de la radiacion electromagnética emitida cuando el
protdn realiza una transicion desde el estado (b)n=2an=1,(c)n=3an=2y(d)n=3 an=1.

CALCULO DE PROBABILIDADES Y VALORES ESPERADOS

43 e+ Una particula se encuentra en el
estado fundamental de una caja unidimensional de longitud L. (La caja tiene un extremo en el origen
y el otro en un punto del semieje positivo de las x). Determinar la probabilidad de encontrar la
particula en el intervalo de longitud Ax = 0,002 L centrado en (a) x = L/4, (b) x =L/2, (c) x =3L/4.
(Como Ax es muy pequeio no es necesario realizar ninguna integracion.)

44 e+« Una particula se encuentra en el segundo estado excitado (n = 3) en una caja unidimensional
de longitud L. (La caja tiene un extremo en el origen y otro en un punto del semieje positivo de las
x.) Determinar la probabilidad de encontrar la particula en el intervalo de longitud Ax = 0,002 L
centrado en (a) x =L/3, (b) x=L/2 y (c) x =2L/3. (Como Ax es muy pequefio no es necesario realizar
ninguna integracion.)

45 «» Una particula se encuentra en el primer estado excitado (n = 2) de una caja unidimensional de
longitud L. (La caja tiene un extremo en el origen y otro en un punto del semieje positivo de las x.)
Determinar (a) <x>y (b) <x"2>.

46 *+ Una particula dentro de una caja unidimensional se encuentra en el primer estado excitado (n =
2). (La caja tiene un extremo en el origen y otro en un punto del semieje positivo de las x.) (a)
Representar graficamente W™2 (x) en funcion de x para este estado. (b) ;Cual es el valor esperado <x>
para este estado?, (c) ;Cual es la probabilidad de encontrar la particula en una pequefia region dx
centrada en X = L/2? (d) ;Son contradictorias las respuestas de (b) y (¢)? Si no lo son expliquelo.

47 s Una particula de masa m tiene una funcién de onda dada por ¥(x) = Ae~*1/2 donde A y a son
constantes positivas. (a) Hallar la constante de normalizacion A. (b) encontrar la probabilidad de
encontrar la particula en laregion -a< x < a .

48 ++ Una caja unidimensional delimita la region 0 < x < L sobre el eje de las x. Una particula ocupa
el estado fundamental dentro de esta caja. Calcular la probabilidad de que la particula sea encontrada
en laregion (a) 0 <x <L/2,(b) 0 <x<L/3y(c)0<x<3L/4.



49 ++ Una caja unidimensional delimita la region 0 < x < L sobre el eje de las x. Una particula ocupa
el primer estado excitado dentro de esta caja. Calcular la probabilidad de que la particula sea
encontrada en la region (a) 0 <x <L/2, (b) 0 <x <L/3y (c) 0 <x <3L/4.

50 e« La funcién de distribucion de probabilidades para una particula clasica que delimita la region 0
<x <L sobre el eje de las x es P(x) = /L. Usar esta expresion para mostrar que <x> = L/2 y <x"2>
= (L"2)/3 para una particula clésica.

51 = Una caja unidimensional delimita la regién 0 < x < L sobre le eje de las x. (a) Las funciones
de onda de una particula en esta caja vienen dadas por

nmx

‘Pn(x)I\/%senT n=1,2,3, ...

Mostrar que una particula en el enésimo estado <x>=L/2 y <x"2>= (L"2)/3 — (L"2)/(2 n"2 ©"2). (b)
Comparar estas expresiones de <x>y <x"2>, para n> 1, con las expresiones de la distribucién
clasica dadas en el problema 50.

52 ++ Hoja de calculo. (a) Usar una hoja de calculo o una calculadora de graficos para representar
graficamente <x"2> en funcion del nimero cuantico n de una particula dentro de una caja descrita por
el problema 48, para valores de n desde 1 hasta 100. Suponer L = 1,00 m en esta grafica. Hacer
referencia al problema 51. (b) Comentar el significado fisico de cualquier limite asintdtico que la
grafica pueda mostrar.

53 e« Las funciones de onda de una particula de masa m en una caja unidimensional de longitud L
centrada en el origen (de modo que los extremos correspondan a x = + L/2) vienen dadas por

nmnx

¥(x)=Vrcos™* n=1,3,57, ...

nmx

W(x)=Vosen™> n=2,4,6,8,...
Calcular <x>y <x"2> para el estado fundamental (n = 1).

54 e« Calcular <x>y <x"2> para el primer estado excitado de la caja descrita en el problema 53.



Atomos

36.1 El dtomo

36.2 Modelo de Bohr del 4&tomo de hidrogeno
36.3 Teoria cuantica de los atomos

36.4 Teoria cuantica del atomo de Hidrogeno
36.5 Efecto espin-6rbita y estructura fina
36.6 Latabla periddica

36.7 Espectros épticos y espectro de rayos X

e han descubierto ciento once elementos quimicos distintos y, ultimamente, se habla
de algunos mas aunque pendientes de confirmacidn. Cada uno de estos elementos se
caracteriza por un atomo que contiene un niumero de protones Z y nimero igual de
electrones. El nUmero de protones Z se Ilama numero atémico. El &tomo mas ligero se llama



hidrégeno (H), tiene Z=1: el siguiente, helio (He), tiene dos protones, Z= 2; el siguiente, litio
(Li), tiene tres, Z=3; y asi sucesivamente. Casi toda la masa del 4tomo esta concentrada en
un diminuto nucleo, que contiene los protones y los neutrones. El radio nuclear mide
generalmente entre 1y 10 fm (1fm=172-15m). La distancia entre el nucleo y los electrones
es, aproximadamente, de 0,1 nm =100 000 fm.

Las propiedades quimicas y fisicas de un elemento vienen determinadas por el nimero y
distribucién de los electrones en el &tomo. Como cada protdn tiene una carga positiva +e
el ndcleo tiene una carga positiva total +Ze. Los electrones estan cagados negativamente (-
e) , de modo que son atraidos por el nucleo y se repelen entre si. Como los electrones y
protones poseen cargas iguales, pero de signo opuesto, y en un atomo existe un nimero
igual de electrones y protones, los atomos son eléctricamente neutros. Los dtomos que
pierden o ganan uno o mas electrones estan eléctricamente cargados y se llaman iones.

Comenzaremos el estudio de los dtomos exponiendo el modelo de Bohr, un modelo
electromagnéticos emitidos por dtomos de hidrégeno. Aunque este modelo de
mecdnica precudntica tiene muchos defectos, proporciona un marco adecuado para
tratar los fendmenos atomicos. Después de explicar el modelo de Bohr, aplicaremos
nuestros conocimientos de mecdnica cudntica expuestos en el capitulo 35 para
ofrecer una descripcion mds acertada del dtomo de hidrégeno, Veremos luego la
estructura de los dtomos y la tabla periddica de los elementos. Finalmente,
estudiaremos los espectros dpticos y de rayos X.

36.1 EL ATOMO

ESPECTROS ATOMICOS

A comienzos del siglo XX se habia recopilado un gran nimero de datos sobre la emisién
luminosa de los atomos de un gas excitados por una descarga eléctrica. Utilizando un
espectroscopio con una ranura estrecha, esta luz emitida por cada elemento aparece con
una series discreta de lineas de distintos colores o longitudes de onda; el espacio y las
intensidades de las lineas son caracteristicas del elemento. Las longitudes de onda de estas
lineas espectrales podian determinarse con gran precisién y se realizdé un gran esfuerzo en
la busqueda de regularidades en los espectros. En la figura 36.1, se muestran los espectros
de rayas del hidrégeno y del mercurio.



En 1885, Johann Balmer, vio que longitudes de onda de las rayas del espectro visible del
hidrégeno pueden representarse por la férmula

m2
A= (364,6 Tlm)m m = 3,4,5, 36.1

Balmer sugirid que esto podia se un caso especial de una expresiéon mas general aplicable a
los espectro de otros elementos. Tal expresion, deducida por Johannes R. Rydberg y Walter
Ritz, conocida como férmula de Rydberg-Ritz, especifica el valor del inverso de la longitud
de onda:

1_R ! ! 36.2
A T \n?2 n? '

(@)

FIGURE 36-1 (a)Linespectrum of
hydrogen and () line spectrum of mercury.
((a) and (b) adapted from Eastern Kodak and Wabash
Instrument Corporation.)



donde n; y n, son numeros naturales, siendo n; > n,y R la constante de Rydberg. La
constante de Rydberg varia sélo ligeramente y de forma regular de elemento en elemento.
Para el hidrogeno, R tiene el valor

Ry =1,097776 x 10" m™1

La férmula de Rydberg-Ritz expresa las longitudes de onda de todas las lineas del espectro
del hidrégeno, asi como las de los elementos alcalinos, tales como el litio y el sodio. La serie
de Balmer del hidrégeno que se da en la ecuacién 36.1 también viene dada por la ecuacion
36.2conR = Ry, n, =2 yny =m.

FIGURE 36-2 ].]. Thomson's plum
pudding model of the atom. In this model the
electrons, which have a negative charge, are
embedded in a fluid of positive charge. For a
given configuration in such a system, the
resonance frequencies of oscillations of the
electrons can be calculated. According to
classical theory, the atom should radiate light
of frequency equal to the frequency of
oscillation of the electrons. Thomson could not
find any configuration that would give
frequencies in agreement with the measured
frequencies of the spectrum of any atom.

Se realizaron muchos intentos para realizar un intento de atomo que fuera compatible con
estas formulas para su espectro de radiacién. El modelo mas popular debido a J.J
Thompson, consideraba diversas distribuciones de electrones embebidos en algun tipo de
fluido que contenia la mayor parte de la masa del atomo y la carga suficiente para que el
atomo fuera eléctricamente neutro. El modelo de Thompson llamado “pudding de ciruelas”
se ilustra en la figura 36.2. Como la teoria electromagnética clasica predecia que una carga
oscilante de frecuencia f irradiaba energia electromagnética de esta frecuencia, Thompson
intentd determinar configuraciones estables con modos normales de vibracién y
frecuencias iguales a las del espectro del atomo. Una dificultad de este modelo de todos
los que se intentaron fue que, de acuerdo con la fisica cldsica, las fuerzas eléctricas solas no
pueden producir equilibrio estable. Thompson fue incapaz de formular un modelo que
predijera las frecuencias observadas de cualquier atomo.

El modelo de Thompson fue esencialmente descalificado por una serie de experimentos
realizados por H. W. Geiger y E. Marsden, bajo la supervision, desde 1911, de E. Rutherford,
en los cuales un haz de particulas alfa, emitidas por radio radioactivo, era dispersado por
los atomos de una lamina de oro. Rutherford demostrd que el nimero de particulas alfa



dispersadas bajo angulos grandes no podia explicarse mediante un &tomo en el cual la carga
positiva estuviera distribuida en toda su dimensién atémica (era conocido que su atomo
media 0,1 nm). En cambio los resultados sugerian que la carga positiva y la mayor parte de
la masa del 4tomo estan concentradas en una regién muy pequefia, ahora llamada nucleo,
con un didmetro del orden de 107 nm = 1 fm.

36.2 MODELO DE BOHR DEL ATOMO DE HIDROGENO

Niel Bohr, en 1912, cuando trabajaba en el laboratorio de Rutherford, propuso un modelo
del 4tomo del &tomo de hidrégeno que desarrollé el trabajo de Planck, Einstein y Rutherford
y predijo con éxito los espectros observados. De acuerdo con el modelo de Bohr, el electrén
del atomo del hidréogeno se mueve en érbitas circulares o elipticas alrededor del nucleo
positivo, obedeciendo la ley de Coulomb y las leyes de la mecanica cldsica, de forma andloga
al movimiento del los planetas alrededor del Sol. Para simplificar, eligié una érbita circular,
como indicaba en la figura 36.3.

- L - {2
>.~.-
LA ENERGIA EN UNA ORBITA PN
CIRCULAR g o e ek
. r :
'n +Ze "
Consideramos un electrén de carga —e
que se mueve en una Orbita circular de
radio r alrededor de una carga positiva Ze, e T el
tal como el nucleo de un atomo de Fu k22 , mopd
r- r

hidrégeno (Z=1) o el de un dtomo de helio

ionizado (Z=2). La energia total del r,gume 3e-3 Electron of charge —¢

electrén puede relacionarse con el radio  traveling in a circular orbit of radius r around
de | Srbi L , ial del the nuclear charge + Ze. The attractive
e la orbita, La energia pOtenCIa e electrical force kZe? /r’ keeps the electron in

electrén de carga —e a una distancia r de  its orbit.
una car positiva Ze es

kqlq2 _ k(Ze)(— kZe?
y - kalaz _ k(Ze)(ze) _ _kZe 36.3
r r r

donde k es la constante de Coulomb. La energia cinética K puede obtenerse en funcién de
r utilizando la segunda ley de Newton, F,,.;, = ma.lgualando la fuerza atractiva de Coulomb
con el producto de la masa por la aceleracidn centripeta, resulta



=m— 36.4a

Multiplicando ambos miembros por r/2, nos da

36.4b

Por lo tanto, la energia cinética es inversamente proporcional a r, lo mismo que la energia
potencial. Obsérvese que el valor de la energia potencial es de doble que el correspondiente
a la energia cinética cambiando de signo,

U= -2K 36.5

Este resultado es general para particulas que orbiten en campos de fuerza inversamente
proporcionales al cuadrado de la distancia a un centro.[También se cumple para drbitas
circulares en un campo gravitatorio (véase el ejemplo 11.6 de la seccion 11.3).] La energia
total es la suma de las energias cinética y potencial:

kZe? kZe?

r r

E—K+U—1
B 2

o sea,

E=—= 36.6
2

ENERGIA EN UNA ORBITA CIRCULAR PARA UNA FUERZA DEL TIPO T%



Aunqgue se consigue la estabilidad mecanica, dado que la fuerza atractiva de Coulomb
proporciona la fuerza centripeta necesaria para que el electron permanezca en érbita la
teoria electromagnética cldsica considera que una atomo en estas condiciones deberia ser
eléctricamente inestable. El &tomo seria inestable porque el electrén acelera cuando se
mueve circularmente vy, por lo tanto, irradia energia electromagnética de frecuencia igual a
la de movimiento. Asi, de acuerdo con la teoria cldsica, este &tomo colapsaria rdpidamente
y el electron se moveria en espiral hasta chocar contra el nucleo, irradiado al exterior su
energia.

POSTULADOS DE BOHR

Bohr superd la dificultad del colapso del &tomo postulando que sélo son permitidas ciertas
orbitas, las de los llamados estados estacionarios, y que en estas érbitas el electrén no
irradia energia. La radiacién se emite solo cuando el electrdn realiza una transicién de una
orbita (estado estacionario) a otra.

El electron del atomo de hidrégeno solo se mueve en ciertas orbitas circulares, no
radiantes, correspondientes a estados estacionarios.

PRIMER POSTULADO DE BOHR: ORBITAS NO RADIANTES

El segundo postulado relaciona la frecuencia de radiacidén con las energias de los estados
estacionarios. Si E;y Ef son las energias inicial y final del atomo, la frecuencia de la
radiacion emitida durante una transicion viene dada por

E,—FE
f= ITF 36.7
SEGUNDO POSTULADO DE BOHR: FRECUENCIA DEL FOTON SEGUN LA
CONSERVACION DE LA ENERGIA

Donde h es la constante de Planck. Este postulados equivalente a la hipétesis de
conservacién de la energia con la emisién de un fotén de energia hf. Combinando las
ecuaciones 36.6 y 36.7, se obtiene para la frecuencia

36.8

_ E;—Ep _1kze* (1 1
f= h 2 h

T'f T



donde 7; y 15 son los radios de las Orbitas inicial y final.

Para obtener las frecuencias requeridas por la férmula de Rydberg-Ritz, f = C/A =

1 . . e .
cR(= — 1 ), es evidente que los radios de las érbitas estables deben ser proporcionales
n3 Tl%

a los cuadrados de nimeros enteros . Bohr buscd una condicién cudntica para los radios de
las orbitas estables que justificaran este resultado. Después de mucho ensayos, encontro la
solucién postulando que el momento angular del electrén en una drbita estable es igual a
un multiplo entero de #, es decir la constante de Planck, dividida por 2.

Como el momento angular de una érbita circular es justamente mvr, este postulado es

muv,1, = nh n=1273,... 36.9

TERCER POSTULADO DE BOHR: MOMENTO ANGULAR CUANTIZADO

Donde A = h/2m = 1,055 x 107-34 J*S = 6,582 x 10"-16 eV*S.

La ecuacion 36.9 relaciona la velocidad v, con el radio 7;, de la drbita que tiene momento
angular nh . Por otra parte, la ecuacién 36.42 también relaciona la velocidad con el radio:

kZe?  vj

ni T

o sea,

3 kZe?

mr,

2

V2 36.10

Entonces despejando, podemos determinar 7;, despejando v, de la ecuacion 36.9.
Elevando al cuadrado resulta

2
, h
m2r2

vy

= n

Igualando este resultado con la expresidn dada por la ecuacion 36.10, obtenemos

h? kZe?

2 —
m2rin  mn,




Despejando r?

36.11
RADIO DE LAS ORBITAS DE BOHR

Donde a0, es el primer radio de Bohr. De acuerdo con el modelo de Bohr, a0 es el radio de
la orbita del electron en un atomo de hidrégeno que tienen=1

=) - = i = 0,0529 36.12
% Thker mme?r nm '

PRIMER RADIO DE BOHR

Sustituyendo las expresiones de rn de la ecuacién 36.11 en la ecuacion 36.8
correspondiente a la frecuencia resulta

1kZe? (1 1 ka2e4 1 1

h \ry 1 dmh® \n; n;

Si comparamos esta expresion para f = ¢/A y Z=1 con la férmula empirica de Rydberg-
Ritz(ecuacidn 36.2), se obtiene la constante de Rydberg:

e*mk? me*

R = =
4mtch™3  8e0%ch3

36.14

Utilizando los valores de m, e ,c, k y h conocidos en 1913, Bohr calculé R y vio que su
resultado coincidia( dentro de los limites de las imprecisiones de las constantes ) con el
valor obtenido por espectroscopia.



Standing-Wave Condition Implies Quantization
B“i' 3-1 of Angular Momentum

For waves in a circle, the standing-wave condition is that there is an integral number of
wavelengths in the circumference, That is, nA, = 2#r,, where n = 1,2, 3, and so on. Show
that this condition for electron waves implies quantization of angular momentum.

PICTURE The wavelength and the momentum are related by the de Broglie relation p = k/A
(Equation 34-13). Using this relation and the standing wave condition nA_ = 2#r_ to relate
the momentum to the radius.

SOLVE
1. Write the standing-wave condition: nA, = 2wr,
2. Use the de Broglie relation (Equation 34-13) to relate the p= i‘ = 2’:: =n

momentum p to A : » . »

3. Solve for pr.. The angular momentum of an electron in a pr, =

circular orbit is mur, = pr,, where p = muv:

CHECK The step-3 result is the check. It is what the problem statement asks us to show.

NIVELES ENERGETICOS

La energia mecanica total del electrén en el dtomo de hidrégeno estd relacionada con el
radio de la drbita circular por la ecuacién 36.6. Si sustituimos los valores cuantizados de r
dados por la ecuacidn 35.11 resulta

B 1kZe? 1 kZ?e? 1 mk?Z2%e*
" 2 rn 2 n%2a0 2 n2h2
0 sea,
€0
E,=-7Z"n? n=123,.. 36.15
NIVELES ENERGETICOS EN EL ATOMO DE HIDROGENO
donde
me*k? 1 ke’2
E, = = — =13,6 eV 36.16

2h"2 2 a0

Las energias En que corresponden a Z=1 coinciden con las energias permitidas cuantizadas
del atomo de hidrégeno.

Las transiciones entre estas energias permitidas dan lugar a la emisién o absorcién de un
fotdn cuya frecuencia viene dada por f = (E; — Ef )/h,y cuya longitud de onda es



A= 7 = — 36.17
Como vimos en el capitulo 34, es conveniente usar el valor de hc en electronvolts por
nanometros:

hc= 1240 eV* nm

Cuando las energias estan cuantizadas, las frecuencias y las longitudes de onda de la
radiacion emitida por el atomo de hidrogeno estan también cuantizadas, lo que concuerda
con el espectro de rayas observado.

rs E,.ev
= — =335
=1 I i }— = O.85 . .
- I i 233 s La figura 36.4 muestra el diagrama de
- e = | niveles energéticos del hidrégeno. La
energia del atomo de hidrégeno en el
estado fundamental es Ei = - 13,6 eV.
Cuando n tiende a infinito, la energia se
aproxima a cero . El proceso de
extraccion de un electron de un atomo se
denomina ionizacion y la energia minima
g T o necesaria para extraer el electron se
P 2t et i temen tor  llama energia de ionizacion. Para el
Soride. The crermien Of the levels are Siven by atomo de hidrégeno la energia de
Tguation 36-15.
ionizacion , que es también la energia de
oo :1()‘t think the A in Equation ,
36-17 is the wavelength of the enlace del atomo' Vale 13,6 e.

electron. It is not. It is the wavelength
of the emidtted or absorbed photon.

En la energia 36.4 se muestran unas pocas transiciones desde un estado de un nivel mas
alto a otro mas bajo. Cuando Bohr publicé su modelo del dtomo de hidrégeno ya se conocia
la serie de Balmer correspondiente a ni= 2 y ni = 3,4,5,... Y la series de Paschen,
correspondiente anf=3ynf=4,5,6,.... En 1916, T. Lyman descubridé la series correspondiente
anf=1.En 1922 y a924 Brackertt y H.A Pfund, respectivamente, determinan las series
correspondientes a nf= 4y nf=>5. Sdlo la serie de Balmer corresponde a la ventana visible
del espectro electromagnético.



Example 36-2 Longest Wavelength in the Lyman Series TR

36-17 is t
electron. It is
of the emittec

Find (a) the energy and (¥) the wavelength of the sp(_‘ctral line that has the longest wave-
length in the Lyman series.

PICTURE For the Lyman series n, = 1. From Figure 36-4, we can see that the Lyman series
corresponds to transitions ending at the ground-state energy, E, = E, = —13.6 eV. Because
the photon wavelength A varies inversely with energy, the transition that has the longest
wavelength is the transition that has the lowest energy, which is from the first excited state

n = 2 to the ground state n = 1. L ]

SOLVE

1. The energy of the photon is the difference in the energies E poron = AE .. = E — E

of the initial and final atomic states: - - —13.6 eV —136aV
iy = ey B 22 - 12

= —3.40eV + 13.6eV =
h 1240 eV -

2. The wavelength of the photon is A= E _c = 10; c\’nm =

CHECK The step-1 result of 10.2 eV is less than 13.6 eV (the binding energy of ground-state
hydrogen). This result is expected.

TAKING IT FURTHER This photon has a wavelength that corresponds to the ultraviolet region
of the electromagnetic spectrum. Because all the other lines in the Lyman series have even greater
energies and shorter wavelengths, the Lyman series is completely in the ultraviolet region.

PRACTICE PROBLEM 36-1 Find the shortest wavelength for a line in the Lyman series.

A pesar de sus éxitos espectaculares, el modelo de Bohr del atomo de hidrégeno tenia muchos
defectos. No habria ninglin dato mds a favor de los postulados de los estados estacionarios ni de la
cuantizacién del momento angular que la coincidencia de los niveles energéticos con los datos
espectroscopicos. Ademas, el intento de aplicar el modelo a atomos mas complicados tuvo poco
éxito. La teoria mecano cuantica resuelve éstas dificultades. Los estados estacionarios del modelo
de Bohr corresponden a las soluciones estacionarias de la ecuacién de Schrodinger, analoga a las
ondas electrdnicas estacionarias de una particula en una caja (estudiada en los capitulos 34 y 35).
La cuantizacidon energética es una consecuencia directa de las soluciones estacionarias de la
ecuacion de Schrodinger. Para el hidrégeno, éstas energias cuantizadas concuerdan con las
obtenidas mediante el modelo de Bohr y con los resultados experimentales. La cuantizacién del
momento angular, tuvo que ser postulada en el modelo de Bohr, Resulta ser una prediccion de la
teoria cuantica.

36.3 TEORIA CUANTICA DE LOS ATOMOS
La ecuacidn de Schrodinger en coordenadas esféricas



En la teoria cuantica, el electrén se describe por su funcién de onda . La probabilidad de encontrar
un electrén en cierto volumen distancia velocidad dV del espacio es igual al cuadrado del valor
absoluto de la funcién de onda del electrén |?| por dV. Las condiciones de contorno de la funcién
de onda conducen a la cuantizacidn de las longitudes de onda y frecuencias y, por lo tanto, a la
cuantizacién de la energia del electron. Consideramos un Unico electron de masa m que se mueve
en tres dimensiones en una region en la cual la energia potencial es U. La ecuacion de Schrodinger
independiente del tiempo para ésta particula es (ecuacién 35.30):
2 2 2 2
—f—m(ZT";+ZT‘E+‘;7‘f) + U(x,y,2)¥ = EY 36.19
Para un Unico 4tomo aislado, la energia potencial U depende de la distancia radial, r=y/x2 + y2 + 22
entre el electréon y el centro del ndcleo. Por ello, resulta mds conveniente tratar éste problema
utilizando las coordenadas esféricas r, 6 y @, que estdn relacionadas con las coordenadas
rectangulares x, y y z mediante

z=rcos0
x=rsenBcos®
y=rsenBsen® 36.20 P(r.8.9)

Estas relaciones se muestran en la figura 36.5. La transformacion

de la ecuacidn 36.19 de coordenadas rectangulares a esféricas es ]

directa, pero lleva consigo un calculo tedioso que omitiremos. El — -
resultado de esa transformacién se trata en el problema 42. v - ™
Vamos a analizar cualitativamente algunos de los aspectos '| a{‘/’%\\?y .
interesantes de las funciones de onda que satisfacen esa ecuacion.
La versién de la ecuacién 36.19 en coordenadas esféricas puede "

resolverse aplicando la técnica de superacién de variables esto se

consigue expresando la funcién de ondas Y(r,0,d ) como un '

producto de tres funciones, cada una correspondiente a una de

las variables: FIGURA 36.5 Relaciones geométricas entre
coordenadas esféricas y rectangulares.

b (r,6,®)=R(R)f (B)G(P)
36.21

Donde R depende solo de la coordenada radial r, f depende solo de y G depende solo de &. Al
sustituir esta forma de ¥ (r,0,® ) en la ecuacidn de Schrodinger, esta ecuacién puede
transformarse en tres ecuaciones diferenciales ordinarias, una para R (r), otra paraf () y una tercera
para G (®). La energia potencial U(r) aparece solo en la ecuacién para R(r), que se denomina
ecuacién radial. En consecuencia, la forma particulas de U(r) dada en la ecuacién 36.19 no tiene
efecto sobre las soluciones de las ecuaciones para f (0) y G (®) y, por lo tanto, tampoco sobre la
dependencia angular de la funciéon de onda i (r, 6, ® ). Estas soluciones son aplicables a cualquier
problema en el cual la energia potencial depende solo der.

NUMEROS CUANTICOS EN COORDENADAS ESFERICAS



En tres dimensiones, el requisito de que la funcidon de onda sea continua y normalizale introduce
tres numeros cudnticos, uno asociado a cada dimension. En coordenadas esféricas, el numero
cuantico asociado a r se designa por la letra n, en el asociado con 0 se desgina por ¥ y el asociado
con @ se designa ms. *Los numero cudnticos ny n2 y n3 que vimos en el capitulo 35 para una
particula en un pozo rectangular tridimensional en coordenadas rectangulares x, y, z eran
dependientes uno del otro, pero los numero subcuanticos asociados con la funciones de
onda en coordenadas esféricas son independientes. Los valores posibles de estos numero
cuanticos son:

n=1,2,3,..
9=0,1,23,..,n-1
mdo=-9,-9+1,-9+2,....,0,....,9-1,9-2,0 36.22

NuUmero cuanticos en coordenadas esféricas

Es decir, n puede ser cualquier entero positivo; 9 puede ser 0 é cualquier entero positivo hasta
n-1; y mos puede tener dos 9+1 que van de —& a + por saltos de una unidad. El nUmero n se
denomina nimero cudntico principal. Estd asociado a la dependencia de la funcién de onda
con la distancia r y, por lo tanto, con la probabilidad de localizar el electron a diferentes
distancias del nucleo. Los numero cuanticos O y m9 estan asociadas al momento angular del
electrén y a la dependencia angular de la funcién de onda del electrén. El nimero cuéntico O se
denomina numero cuantico orbital el modulo L del momento angular orbital L estd
relacionado con O mediante

L=/9(9 + Dh 36.23

El nimero cuantico m9 se denominado nimero cuantico magnético. Estd relacionado con
la componente del momento angular en alguna direccion. En el caso de un atomo aislado,
todas las direcciones son equivalentes, pero cuando se situa en el &tomo en un campo
magnético, la direccién del campo magnético se distingue de las otras. Por convenio se elige
gue la direccion del campo magnético sea la direccidn z en este caso, la componente z del
momento en lugar del electrdon viene dada por la condicion cuantica:

L.=m9h 36.24

Esta condicién cudntica surge de la condicién de contorno respecto a la coordenada
azimutal @, segun la cual la probabilidad de localizar un electrén bajo un dngulo de ®1debe ser la
misma que la correspondiente al Angulo ®2 = ®1 + 2m, pues estos dos valores de
@ representan el mismo punto del espacio. Si medimos el momento angular del electrén en
unidades de h, resulta que el modulo del momento angular esta cuantizadas segun el valor
V9D + 1) unidades, y que su componente a lo largo de cualquier direcciéon puede valer solo 29+1
numero enteros que van de —8 a +0. La figura 36.6 muestra el diagrama de un modelo



vectorial que ilustra las orientaciones posibles del vector momento angular para 9=2.
Obsérvese que solo son permitidos valores especificos de 0; es decir, las direcciones en el
espacio estan cuantizadas.

STlo]eIeI®] Direcciones del momento angular
Si el momento angular esta caracterizado por el numero cuantico ¥ = 2, ¢Cudles son los

valores posibles de Lz y cual es el Angulo posible mdas pequefio entre L y el semieje z
positivo?

PLANTEAMIENTO Las orientaciones posibles de Ly del eje z se indican en la figura 36.6. La
direccién positiva del eje z es paralela a la del campo magnético externo en las proximidades
del dtomo.

SOLUCION

1.- Expresar los valores posibles Lz: Lz=m9h donde m9= -2,-1,0,1,2
. . ., _ Lz _ mYh _

2.- Expresar el angulo 6 que forman Ly el eje z en funcién de Ly Lz cosf = L~ Jaeon -

m9d
O+
, . ~ —9_9. 2 _2 _
3.- El dngulo mas pequefio se da cuando m 9= 0=2: €0SOmin = ey Ve 0.816

Omin=353°
COMPROBACION El angulo de la figura 36.6b aparenta un valor de entre 30 y 40 grados,
con lo que el resultado de 35.5 grados del paso 3 es plausible.

OBSERVACION Resulta curioso que, como se observa en el resultado, el vector momento
angular no puede ser paralelo al eje z.

PROBLEMA PRACTICO 36.2 Un 4tomo esta situado en una regién en la que hay un campo
magnético. Un electrén atdmico tiene un momento angular caracterizado por el nimero
cuantico =4 ¢Cuales son los valores posibles de mJ para éste electron?

36.4 TEORIA CUANTICA DEL ATOMO DE HIDROGENO




Podemos considerar el atomo mas simple, el &tomo de hidrégeno, como un nucleo en
reposo, un protén, que posee una sola particula, un electrén, moviéndose con energia
cinética p?/2my energia potencial U(r) debida a la atraccion electrostatica entre electréony
protoén:

u(r) = - 36.25

T

Para ésta energia potencial, la ecuacion de Schrédinger puede resolverse con exactitud. En
el estado de energia mas bajo o estado fundamental, el niUmero cuantico principal n tiene
valor1,3es 0y mU es 0.

NIVELES ENERGETICOS

Las energias permitidas del &tomo de hidrégeno que resultan de la solucién de la ecuacién
de Schrodinger son

En = -22 ? n=1,23,... 36.26

2

Niveles energéticos del hidrogeno

Donde
mk?e*
Eo=———=13.6eV 36.27
2h
Estas energias son las mismas que resultan del modelo de Bohr. 0 £ ;_lr,_% A e ]
4 . . . . 35\ %Ryl 't Tae L3R ASEL
Obsérvese que la energia En es negativa, indicando que el Koo/ P 2oy
25 [ b o ‘-EP—-

electrdén esta ligado al nucleo (de aqui el término estado ligado), ol P 2sf.
y que la energia depende sélo del nimero cuantico principal n. El _5 |

hecho de que la energia no dependa del nimero cudntico orbital
U es una peculiaridad de la fuerza inversa al cuadro de la distancia 4o}

se cumple s6lo para un potencial inversamente proporcional ar, - Pessiwiian Orthohalm
tal como indica la ecuacion 36.25. Para atomos mas complicados L :

contienen varios electrones, las interacciones de éstos dan lugar ~ -20f . Helium

a que la energia dependa de 9. En general. Cuanto mas bajo es el : energy
valor de 9, menor es la energia para estos atomos. Como | s levels
normalmente no hay direccidon espacial preferente, la energia de % 17 2z 3 0 1 2 3

Orbital angular momentumn |

cualquier &tomo no depende habitualmente del nimero cudntico
magnético mU, el cual estd relacionado con la componente z del momento angular. Sin
embargo, la energia depende de mU si el &tomo se encuentra en un campo magnético.

Hydrogen
levels



En la figura 36.7, se muestra un diagrama de niveles energéticos
g. . ’ i g ) ] g FIGURA 36.7 Diagrama de
para el hidrégeno. Este diagrama es semejante al de la figura 36.4, niveles de energéticos del
exceptuando que los estados Gual valor de n, pero distintos valores helio. Las lineas diagonales
, , . corresponden a transiciones
de ¥ se muestran por separado. Estos estados (llamados términos) que implican la emisién o
se especifican con el valor de n junto a una letra cddigo: s para O = absorcion de radiacion vy
. obedecen la regla de seleccion
0,pparad=1,dparad=2yfparad=3.(Las letras minlsculass, . g - 1 [os estados con el
p, d, f, etc., se utilizan para identificarle momento angular mismo valor n, pero con
. ;. Ly ; alores distintos de O, poseen
multielectrénico completo. En el caso del hidrégeno, mayusculasy 20 ¢ @ o Posee/
la misma energia -E0/n~,
minusculas son igualmente validas.) Cuando un d&tomo experimenta siendo E0 = 13.6 eV como el
una transicion de un estado energético a otro, se emite o absorbe modelo deBohr.
radiacion electromagnética en forma de un fotdn. Estas
transiciones dan lugar a lineas espectrales que son caracteristicas del atomo. Las

transiciones obedecen las reglas de seleccidn:

Ams=-1,0,6+1
A9 =-16+1 36.28

Estas reglas de seleccidn estan relacionadas con la conservaciéon del momento angular y con
la existencia de un momento angular intrinseco con el foton que tiene una componente
maxima a lo largo de cualquier eje igual a 1h. Las longitudes de onda de las lineas
espectrales emitidas por el hidrégeno (y por otros atomos) estan relacionados con los
niveles energéticos por

hf:%:Ei—Ef 36.29
donde Eiy Ef son las energias de los estados inicial y final.

FUNCIONES DE ONDA'Y DENSIDAD DE PROBABILIDAD

Las soluciones de la ecuacion de Schrodinger en coordenadas esféricas estan caracterizadas
por lo nimero cuanticos n, 8 y m3, y se expresan en
la forma ynoms. Para cualquier valor de n, existen n —
valores posibles de § (8=0, 1, ..., n- 1)y paracada
valor de O hay 29 + 1 valores posibles de m9. Para el R
hidrogeno, la energia depende sdélo de n vy, por lo '
tanto, existen generalmente multiples funciones de / \rsin(o+ d6) dg
onda distintas que corresponden a la misma energia o | o
(excepto en el nivel energia minima, para el cual n = I. "
1, vy, por lo tanto, ® y m9 deben ser 0). En — ~H |
consecuencia, estos niveles son degenerados (véase

rsind dg




la seccién 35.5). Los origenes de esta degeneracidon son la dependencia 1/r de la energia
potencial y el hecho de que, en ausencia de cualquier campo externo, no existe direcciéon
preferente en el espacio.

El estado fundamental En el estado de energia minima o estado fundamental del
hidrégeno, el nimero cudntico principal n posee el valor de 1, 9, es 0y mJ es 0. La energia
es -36.6 eV y el momento angular es cero. Obsérvese que en este difiere del modelo del
Bohr, el cual el momento angular correspondiente Gura 38.8 Elemento de volumen en

al estado fundamental era h, y no cero. La funcién coordenadas esféricas.

para el estado fundamental es

100 = C1006-27-a0

Donde 36.30

a0=—"" = 0.0528 nm
mk

eZ

es el primer radio de Bohr y Cioo es una constante que se determina por normalizacion. En
tres dimensiones, la condicion de normalizacion es

f|¢2|dv=1

donde dV es un elemento de volumen vy la integracion se extiende a todo el espacio. En
coordenadas esféricas, el elemento de volumen es (figura 36.8)

dV = (r send d®)'(r d6)dr = r?sen6 d6 d® dr

Para extender la integral a todo el espacio, integraremos ® desde ®=0a ®=2mr,0=0a0=m,y
r=0 a r= oo, La condicidon de normalizacién es, por lo tanto,

o) T 2T
fllPZldV: f [f <f IwzlrzsenedCID)de]dr:
o Jo \Jo
0 T 2T
= j U ( C100°7%% 12 senB d@) de ] dr=1
o 1Yo \Jo

Cuando Y100 no depende de 0 ni de @, la integral triple puede
expresarse como producto de tres integrales, de modo que




f|¢2| dv = (J:n de) (f: sen® do) (f:Cwoezr“" r? dr)

©  2zr
=2m. 2. C?100 (f e~ 2 dr)
0

4 . . . o] .
La ultima integral es del tipo fo x™e'%* dx, siendo n un entero

positivo y a>0. Integrando sucesivamente por partes, se llega a

n!
an +1

(o0}
f x"e'*™ dx =
0

De tal manera que

3

T'2 e—ZZr/aO dr = —
fo 473

Por lo tanto,

ag
3

anCiool,5) =1

1 Z —
ClOO — = (a_0)3/2 e Zr /a0

La funcion de onda del estado fundamental

normalizada es, por consiguiente. 0531
0,504
0,454
— 1 Z+3/2 ,-7Zr/a0 0,401
1plOO - Ve (ao) e 0,357
= 0,304
T

La probabilidad de localizar el electrén en un
volumen dV es [|? viene ilustrada en la figura
36.9. Obsérvese que esta densidad es
esféricamente simétrica es decir, depende sdlo
der, y no de 6 o ®. La densidad de probabilidad
es maxima en el origen.

00 20

Figura 36.9 Imagen generada por el ordenados de la
densidad de probabilidad |{|*> para el estado
fundamental del hidrogeno. L expresion -e|{|? puede
considerarse como la densidad de carga electrénica en el
atomo. La densidad es esféricamente simétrica, maxima
en el origen y decrece exponencialmente conr.

Funcioén de distribuciéon radial - Hidrégeno

N\ PRI (15)
S\ PRIP (28)
N\ PRI (3s)

4,0 6,0 80 10,0 12,0 14,0 16,0
r(u.a)



Normalmente, estamos mads interesados en la probabilidad de

localizar un electrén a cierta distancia radial r comprendida entre r >

y r+ dr. Esta probabilidad radial P(r) dr es el producto de la densidad Z:o]::2céznh?di;g/zgor.)aprfr)e;Se;izt;%riﬁggzge:gﬂpfsI
de probabilidad |y?| por el volumen de la corteza esférica de El valor re r para cual P(r) es méximo es la distancia
espesor dr: dV = 4t dr. La probabilidad de localizar el electrén en el ™Mas probabler=2a0.

intervalo de radio entre ry r + dr es, por lo tanto, P(r) dr = |1|? 4nr?

dr, y la densidad de probabilidad radial es

FIGURA 36.10 Densidad de probabi9lidad radial P(r)

P(r) = 4nr? || 36.33
DENSIDAD DE PROBABILIDAD RADIAL

Para el atomo de hidrégeno en el estado fundamental, la densidad de probabilidad radial es
P(r) = 4nr? [|? = 4nC100° 7" = 4 (%)%Ze—”/ao 36.34

La figura 36.10 muestra la densidad de probabilidad radial P(r) en funcién de r. El valor maximo de
P(r) se da para r=a0 / Z, que para Z=1 es el primer radio de Bohr. En contraste con el modelo de
Bohr, en el cual el electrén se encuentra en una drbita bien definida, r= a0, resulta que es posible
que el electréon se encuentre a cualquier distancia del ntcleo. Sin embargo, la distancia mas probable
es a0 (suponiendo Z= 1), y la probabilidad de encontrar el electrén a una distancia muy diferente de
ésta es muy pequefia. Con frecuencia resulta Gtil imaginar el electrén de un 4&tomo como una nube
cargada de densidad p = -e|y/?|, pero sin olvidar que cuando interacciona con la materia, el electrén
se observa siempre como una carga puntual.

SIfelleXeIW:! Probabilidad de encontrar el electrén en una corteza esférica delgada

Hacer una estimacién de la probabilidad de localizar el electrén en una corteza esférica delgada de
radio inferior r y radio exterior r + Ar, con Ar=0.0620 en (a) r=a0 y (b) r= 220

PLANTEAMIENTO Como el intervalo Ar es tan pequefio comparado conr, la variacién en la densidad
de la probabilidad radial P(r) puede despreciarse. La probabilidad de encontrar el electrén en un
pequefio intervalo Ar es, por lo tanto, P(r) Ar.

SOLUCION

1. Utilizar las ecuaciones 36.34 con Z=1 y r =ao



3
P(rAr = [4 (aio) rze‘zr/“o] Ar

1 3
- [4 (a—) age-z] (0,06a,) = 0,0325
0

2. Utilizar la ecuacion 36.34 con Z=1y r =2 ao

3
P(r)Ar = [4 (aio) rze‘zr/ao] Ar
3

1
= [4 (a—) 4a§e‘4] (0,06a,) = 0,0176
0

COMPROBACION La probabilidad de encontrar el electron entre r = aoy r = ao+0,06a0 es
mayor que la probabilidad de encontrar un electron entre r = 2a0 y r = 2a0+0,06a0 como era
de esperar.

OBSERVACION El volumen de una corteza esférica de radio interior 2ao y radio exterior
2a0+0,06a0 es unas cuantas veces mayor que el volumen de una corteza esférica de radio
interior aoy radio exterior ao+0,06a0. A pesar de ello, hay una probabilidad cercana al 3%
de localizar el electron en este intervalo en r = ao, mientras que la probabilidad es algo menor
del 2% para el mismo intervalo enr = 2ao.

El primer estado excitado En el primer estado excitado del &tomo de hidrogeno, n =2 y €
puede ser 0 6 1. Para £ = 0, me = 0, y de Nuevo tenemos una funciéon de onda esféricamente
simétrica, que ahora viene expresada por

Z
Y200 = C200 (2 - _r) e~ %r/2a0
Qo

Para £ =0, me puede ser +1, 0, -1. Las funciones de onda correspondientes son

Zr
Uyro = sz_a e~ 212 550 36-36
0
Zr :
Yy = Czn_e_zmw sinf e=' 36-37

Donde Cyg, C219 y C211 son constantes de normalizacion. Las densidades de probabilidad
vienen dadas por

Zr\* _
2 = Cgm(z - a—) e~7rh 36-38
0
Zr\?
P2, = C%m(a_) e~%/% cos? 6 36-39

0

Zr \?
L= C%ll(—) e~Zrla, sin2 @ 36-40

al}



Las funciones de onda y las densidades de probabilidad para £ # 0, no tiene simetria esférica,
sino que dependen del angulo ¢. La figura 36.11 muestra la densidad de probabilidad [i|?
para n=2,{ =0, me = 0 (figura 36.11a); para n =2, £ = 1, me = O(figura 36.11b); y para n
=2,0 =1, me =1 (figura 36.11c¢). Una caracteristica importante de estos graficos es que la
nube electronica es esféricamente simétrica para £ = 0 y no esféricamente simétrica (solo
tiene simetria cilindrica) para £ = 0. Estas distribuciones angulares de la densidad de carga
eléctrica dependen solo de los valores de £ y me y no de la parte radial de la funcion de onda.
En la quimica del enlace molecular, desempefian un papel importante las distribuciones de
carga semejantes a estas, correspondientes a los electrones de valencia de atomos mas
complicados. (Los electrones en la capa mas externa reciben el nombre de electrones de

n=2 =2 n=2
f =0 f=1 £i=d

m, = 0 m, = m, = +1
(a) (b) (c)

valencia.)

Figura 36.11 imagen generada por ordenador de las densidades de probabilidad [)|? para el electron en los tres
estados n = 2 del hidrogeno. Las tres imagenes tienen simetria de revolucion alrededor del eje z. () Para £ =0,
[|? es esféricamente simétrica. (b)) Para€ =1y me= 0, [ip|? es proporcional a cos? 8. (¢) Para#=1y me
=+4106-1, [i|? es proporcional a sen? 6.

Figura 36.12 Densidad de probabilidad radial P(») en
funcioén de 7/ay para los estados #=2 del hidrogeno. Para
¢=1, P(r) es maximo en el valor de Bohr r =2%a,. Para
e £=0 hay un maximo cerca de este valor y un submaximo
[2] cerca del origen.

e La figura 36.12 muestra la probabilidad de
localizar el electron a una distanciar paran = 2
cuando £ = 1 y cuando £ = 0. Puede verse que

la distribucion de probabilidad depende de € asi

P =2 P(ryec r? Ly |2
/=1

n
/

1 23456 78 910111213141516 r/ay

como de n.

Para n =1, vimos que la distancia mas probable entre el electrén y el nticleo es ao, el primer
radio de Bohr, mientras que para n =2, £ = 1, es 4ao. Estos son los radios orbitales para la
primera y segunda orbita de Bohr (ecuacion 36.11). Paran = 3 (y € = 2), la distancia mas
probable entre el electron y el nucleo es 9ao, el radio de la tercera orbita de Bohr.

36.5 Efecto espin-orbita y estructura fina



El momento magnético orbital de un electrén atdmico puede deducirse semicldsicamente
aunque su origen sea mecanico-cuantico. Considérese una particula de masa m y carga g
moviéndose con velocidad v en una circunferencia de radio r. el modulo del momento angular
de la particula es L = mvr y su momento magnético es el producto de la corriente por el area
del circulo u= I4 =Ixr’. Si la carga tarda un tiempo T en dar una vuelta, la corriente (carga
que pasa por un punto por unidad de tiempo) es g/7. como el periodo T es la distancia 2nr
dividida por la velocidad v, la corriente es I=g/T=qr/ (2nr). El momento magnético es
entonces

qou
2arr

1 q
ar? = —gor = —1L

2 ( 2m
donde hemos sustituido vr por L/m. si la carga g es positiva, el momento angular y el
momento magnético apuntan en la misma direccion. Por lo tanto, podemos escribir

- q -
= —1L 36-41
H 2m

La ecuacion 36.42 es la relacion clasica general entre el momento magnético y el momento
angular. También es valida en la teoria cuantica del atomo para el momento angular orbital,
pero no para el momento angular intrinseco espin del electron. Para el espin electronico, el
momento magnético es el doble de lo que predice la ecuacion 36.42. El factor 2 adicional es
un resultado de la teoria cudntica que no tiene andlogo en la mecdanica clésica.

El cuanto o quantum de momento angular es 7, asi que expresamos el momento magnético
en términos de L/A:

L _qh L
K 2m h

Para un electron, m=me. y g=-e, de modo que el momento magnético del electron debido a su
movimiento orbital es

. e L L
Ko 2m_ h My,

donde uz = ehi/ (2me) = 5,79 x107 eV/T es la unidad cuantica del momento magnético
llamada magneton de Bohr. El momento magnético del electrén debido a su momento
angular intrinseco de espin S es

—>

L
Bs 2m_ h Heg

En general, un electron en un atomo tiene momento angular orbital, caracterizado por el
numero cuantico { y momento angular de espin, caracterizado por el numero cudntico s.
Ejemplos de sistemas cldsicos analogos que poseen dos tipos de momento angular son la
Tierra, que gira alrededor de su eje de rotacion ademés de girar alrededor del Sol, y el
girdscopo, que tiene un momento angular de precesion ademas de su espin. El momento
angular total J es la suma del momento angular orbital L y el momento angular del espin S:



J=L+S

Clasicamente J es una magnitud importante porque el
momento de la fuerza resultante aplicada sobre un
sistema es igual a la variacion con el tiempo del
momento angular total, y en el caso de fuerzas
centrales, el momento angular total se conserva. Para
un sistema clasico, no hay restriccion alguna para la
direccion de J, y el modulo del momento angular total
J puede tener cualquier valor comprendido entre
Jmax=L+S y Jmin = | L+S]|. Sin embargo, en mecénica
cuantica, las direcciones de L y S estan restringidas y
los modulos L y S estan cuantizados. Ademas, al igual
que L y S, la direccion del momento angular total J
estd restringida y su mddulo J cuantizado. Para un
electrén con momento angular orbital caracterizado
por el numero cudntico € y espin s = ', el modulo del

momento angular total J es igual a \/j(j +1)h, en
donde el nimero cuéntico j puede ser

sit=0

~—

Il
H
N -

o de otra forma,

j=t+s0 j=t——,si£>0
(36.44)

La figura 36.13 es un modelo vectorial que ilustra las dos
combinaciones j= % y j= % para el caso de ¢ = 1. Las
longitudes de los vectores son proporcionales a

JEE+1Dh, Js(s+1)hyjG+1)h.Elespiny el

Figura 36.13 Diagramas vectoriales que
ilustran la adicion de los momentos
angulares orbital y de espin para el caso
£=1y s=1/2. Existen dos valores posibles
del numero cuantico para el momento
angular total: j=Cy s=3/2 y j=Cy s=1/2

momento angular orbital se dice que son paralelos cuando j = € + s y antiparalelos cuando

j=1~{-s.

Los estados atomicos con iguales valores de n y £, pero diferentes valores de j poseen energias
ligeramente diferentes debido a la interaccion del espin del electron con su movimiento
orbital, Este efecto se denomina efecto espin—orbita. El desdoblamiento resultante de las
lineas espectrales se denomina desdoblamiento de estructura fina.

En la notacion nd}, el estado fundamental del &tomo de hidrogeno se expresa en la forma lsy,

en donde el 1 indica que n = 1, la s indicaque L =0y el % indica que j = % . Los estados n

= 2 pueden tener £ =0 6 £ =1 y estado £ = 1 puede tener j = % 0j = % . Estos estados se

expresan por 2su, 2py, y 2p» . Debido al efecto espin-orbita, los estados 2ps, y 2pu tienen



energias ligeramente distintas que resultan del desdoblamiento de estructura fina de las
transiciones 2ps, =2 28%y 2py = 28y

Figura 36.14 (a) Un electron se mueve alrededor

- - P de un proton en una orbita circular en el plano
7 horizontal con un momento angular L dirigido

, A hacia arriba. (b) En un sistema de referencia
: inercial en el que no existe, en la posicion del

>
o e P o B electron, un campo magnético B debido al proton
v

que también esta dirigido hacia arriba. Cuando el
espin electronico S es paralelo L, el momento
magnético ps es antiparalelo a L y B, de modo
(a) (b} que la energia espin-orbita pasa por su valor mas
grande.

Podemos entender el efecto espin-orbita cualitativamente mediante una imagen simple del
modelo de Bohr como se indica en la figura 36.14. En esta imagen al electron se mueve en
una orbita circular alrededor de un protén fijo. En (@) el momento angular orbital L esta
dirigido hacia arriba. En un sistema de referencia inercial en el que el electron esta
momentaneamente en reposo (figura 36.145b), el proton se mueve manteniendo angulos rectos
respecto a la linea que conecta el proton y el electron. El proton en movimiento produce un
campo magnético B en la posicion del electron. El sentido de B es hacia arriba y paralelo a
L. La energia del electron depende de su espin debido al momento magnético asociado ps. la
energia es la mas baja cuando pus es paralelo a B y mas alta cuando es antiparalelo. Esta
energia viene dada por (ecuacion 36.16)

—>

U=-ji-B=—p B=—u,B 36-44

Como ps tiene el sentido opuesto a su espin (porque el electron tiene una carga negativa), la
energia es mas baja cuando el espin S es antiparelelo a B y, por lo tanto, a L. la energia del
estado 2px en el hidrogeno, en el cual L y S son antiparalelos (figura 36.15) es, por lo tanto,
menor que la del estado 2pz, , en la cual L y S son paralelos.

2ps/ o dl
» /S ———ju _*_H_alj _'B L | ji: Figura 36.15 Diagramg de niveles energéticps de
2007 | B estructura‘ﬁna. A la izquierda se rpuestran los niveles
fffffff {5 It a en ausencia de un campo magnético. A la derecha se
2B 3 muestra el efecto de un campo magnético. Debido a la
=<Mp

interaccione espin-orbita, el campo magnético divide
el nivel 2p en dos niveles energéticos, con el nivel
j=3/2 de energia ligeramente mayor que el j=1/2. La
linea espectral debida a la transicion 2p > 1s esta, por
lo tanto, dividida en dos lineas de longitudes de onda
ligeramente distintas.

1s

EJEMPLO 36.5 Medidas de B por desdoblamiento de la estructura fina



Como una consecuencia del desdoblamiento de estructura fina, las energias de los
niveles 2ps, y 2px en el hidrogeno difieren en 4,5 x10 eV. Si el electron 2p “ve” un
campo magnético interno de modulo B, el desdoblamiento de energia espin-érbita sera
del orden de AE=2ugB, en donde ug es el magneton de Bohr. Con estos datos, estimar
el campo magnético que actia sobre el electron 2p del hidrogeno.

1. Expresar el desdoblamiento energético de espin-orbita en funcion del momento magnético:
AE =2ugB = 4,5 X 107° eV

2. Despejar el campo magnético B:

5 - 45 x107° eV 4,5 x107° eV
B 2/ip ~ 2(5,79 x 1075 eV/T)
=0,389T

36.6 La tabla periédica

La ecuacion de Schrodinger no puede resolverse exactamente para los dtomos que poseen
mas de un electron. No obstante, existen métodos de aproximacion de gran potencia que
permiten determinar los niveles energéticos de los atomos y las funciones de onda de los
electrones con un alto grado de exactitud. En una primera aproximacion, se supone que los
electrones Z de un atomo no interactian entre si. Se resuelve entonces la ecuacion de
Schrodinger y las funciones de onda resultantes se utilizan para calcular la interaccion de los
electrones, la cual se utiliza a su vez [ara obtener una aproximacion mejor de las funciones
de onda. Como el espin de un electrén puede tener dos componentes posibles a lo largo de
un eje, se introduce un niamero cuantico adicional ms con dos valores posibles +72 6 -2. El
estado de cada electron viene asi descrito por los cuatro nimeros cudnticos n, £, mey ms. la
energia del electron se determina fundamentalmente por el numero cuéantico principal n (el
cual estd relacionado con la dependencia radial de la funcién de onda) y por el numero
cuantico del momento angular orbital £. En general, cuanto mas bajo es el valor de n, menor
es la energia; y dado un valor n, cuanto mas bajo es £, menor es otra vez la energia. La
dependencia de la energia con £ es debida a la interaccion de los electrones del 4&tomo entre
si. Naturalmente, como en el hidrogeno hay un solo electrén, la energia es independiente de
. La especificacion de n y £ para cada electrén en un atomo se denomina configuracion
electronica. Por costumbre, £ se especifica de acuerdo con el mismo codigo utilizado para
designar los estados del a&tomo de hidrogeno en lugar de usar su valor numérico. El codigo
es:

Valor de ¢ s p d f g h
A veces nos referimos a los U 1 2 3 4 5 distintos valores de
n como a distintas capas electronicas, que se identifican por otro codigo de letras: n = 1
denota la capa K; n = 2, la capa L; y asi sucesivamente.
La configuracion electronica de los atomos se rige por el principio de exclusion de Pauli,
segun el cual dos electrones no pueden tener la misma serie de valores para los para los



nimeros cuanticos, n, £, mey ms. mediante el principio de exclusion y las restricciones de los
numero cuanticos expuestos en las secciones previas (n es el numero entero y positivo, £ es
un entero que varia de 0 a n-1, m¢ puede tener 20 + 1 valores de -0 a +{ por saltos de una
unidad y ms puede valer +'2 6 -'2. Este electron se designa por Is. El 1 significaquen=1y
la s indica que € = 0.

Como en la formacion de los &tomos mas pesados van agregandose nuevos electrones, estos
se disponen en aquellos estados que poseen la energia total mas baja compatible con el
principio de exclusion de Pauli.

Helio (Z = 2)

El siguiente elemento después del hidrogeno es el helio (Z = 2), que tiene dos electrones. En
el estado fundamental, ambos electrones se encuentran en la capa K conn =1, {=0y m¢=0;
para un electron ms=+'2 y para el otro ms= -'%. Esta configuracion es de energia menor que
cualquier otra configuracion de dos electrones. El espin resultante de los dos electrones es
cero. Como el momento angular orbital es también cero, el momento angular total es cero.
La configuracion electronica del helio se escribe 1s. El 1 significa que n = 1, la s significa
que £ = 0 y el superindice 2 significa que hay dos electrones en ese estado. Como £ puede
ser solo 0 para n = 1, estos dos electrones completan la capa K (n = 1). La energia requerida
para extraer el electron mas débilmente ligado en el estado fundamental de un atomo se llama
energia de ionizacion. Esta energia es la energia de enlace del ultimo electron situado en el
atomo. Para el helio, la energia de ionizacioén es 24,6 eV, que es un valor relativamente
grande. El helio es, por lo tanto, basicamente inerte.

EJEMPLO 36.6 energia de interaccion electronica en el helio

(a) Utilizar la energia de ionizacion medida

para calcular la energia de interaccion de He e
los dos electrones en el estado fundamental I Lg Eicn = E1
del atomo de helio. (b) utilizar el resultado Lion
obtenido para estimar la separacion media ] 4
de los dos electrones. Eg = Eeon+ Eine
Epon = 2Ey — FIGURE 36-18

Planteamiento del problema La energia de un
electrén en el estado fundamental del helio es E1 (negativa) dada por la ecuacion 36.27 con
n=1y Z=2.8Silos electrones no interaccionasen, la energia del segundo electrén también
seria E1, la misma que la del primer electron. Por lo tanto, para un atomo en el que los
electrones no interaccionasen, la energia de ionizacion seria |E1| y la energia del estado
fundamental seria Eno = 2E1. Esta viene representada por el nivel mas bajo de la figura 36.16.
Debido a la energia de interaccion, la energia del estado fundamental es mayor que 2E1 como
se representa en la figura por el nivel superior Efun. Si a este valor le sumamos la energia de
ionizacion del helio, Eion = 24,6 €V. Obtenemos helio ionizado, He", que solo tiene un
electrén y por lo tanto la energia E1.

(a) 1. La energia de interaccion mas la energia de dos electrones no interactivos es igual a la

energia del estado fundamental del helio:

Eine + Eno = Efun



2. Despejar Eint y sustituir Eno = 2E1:

Eint = Epun — Eno = Epun — 2E4
3. utilizar la ecuacioén 36.27 para calcular la energia E£1 de un electron en el estado
fundamental:

asi que
Ey = —(2?25% = —54,4eV
4. aplicar este valor para E1:
Eint = Efyn — 2E; = Epyn — 2(=54,4 eV) = Epy,, +108,8¢eV
5. la energia del estado fundamental del He, Ef, mas la energia de ionizacion es igual
a la energia del He", es decir, E1:
Efyn + Eion = E; = —54,4 €V
6. sustituir Eion = 24,6 eV para calcular Er:
Efyn = =544 eV — Ejop = —54,4 eV — 24,6 eV = =79 eV
7. Sustituir este resultado de Er para obtener Eint:
Eint = Epyn +108,8eV = =79 eV +108,8 eV = 29,8¢eV
(b) 1. La energia de interaccion de dos electrones separados una distancia 7, es la energia
potencial:

ke?
U=+

7‘S
2. Hacer U igual a 29,8 eV y despejar r;. Es conveniente expresar 7 en funcion ao, el radio
de la primera orbita de Bohr del hidrogeno y utilizar la ecuacion 36.16:
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COMPROBACION Esta separacion es aproximadamente igual al didmetro di de la primera
orbita de Bohr para un electron del Helio, el cual es di = 2r1 =2ao/Z = ao.

LITIO (Z = 3)

El siguiente elemento, litio, tienes tres electrones. Como la capa K (n = 1) esta
totalmente llena con dos electrones, el tercer electrén debe pasar a una capa de energia
superior. La siguiente capa energética despuésden = leslan = 2 écapa L. El electréon
externo estda mucho mas lejos del nicleo que los dos mas internos correspondientesan =
1. Este tercer electron tiene la maxima probabilidad de ser encontrado en la segunda 6rbita
de Bohr, cuyo radio es cuatro veces el radio de la érbita de Bohr.

Para el electrén externo, la carga nuclear esta parcialmente apantallada por los dos
electrones mas internos. Recordemos que el campo eléctrico mas alld de una densidad de
carga de simetria esférica es el mismo que si toda la carga estuviera en el centro de la esfera.
Si el electréon externo estuviera completamente fuera de la nube de carga de los dos
electrones mas internos, el campo eléctrico que experimentaria seria el de una carga +e



situada en el centro debido a la carga nuclear de + 3e y la carga — 2e de la nube de
electrones mas internos. Sin embargo, la distribucion de probabilidad (ecuacion 36.33) del
electron externo (n = 2) se solapa parcialmente con la distribucion de probabilidad de los
electrones internos (n = 1) parcialmente con la distribucién de probabilidad de los
electrones internos (n = 1) y, por lo tanto, el electréon externo (n = 2) tiene una
probabilidad pequefia, pero no nula, de estar mas cerca del nucleo que uno o ambos
electrones internos. Debido a este solapamiento, la carga nuclear efectiva Z'e que
experimenta el electron conn = 2 esalgo mayor que + 1e. La energia del electréon externo
a una distancia de r de una carga puntual + Z’e viene dada por la ecuacién 36.6 con la carga
nuclear + Z reemplazada por + Z’.

1,2
o _LkZe 36.45
2 r

Cuanto mayor es el solapamiento con la nube de electrones mds internos, mayor es
la carga nuclear efectiva Z’e y mas baja la energia. Como el solapamiento es mayor para los
valores mas bajos de ¢ (véase la figura 36.12), la energia del electrén mas externo del litio
es menor para el estado s(¢ = 0) que para el estado p(¢ = 1). La configuracion electrénica
del litio en el estado fundamental es, por lo tanto, 1s%2s. La energia de primera ionizacién
del litio es sdlo 5.39 eV. Como su electrén mas externo estd muy débilmente ligado al
atomo, el litio es quimicamente muy activo. Se comporta como “un atomo de un solo
electrén”, semejante al hidrégeno.

(a) (b)
(a) Mordaza que utiliza las facetas de dos diamantes (aprox. de 1 mm? cada una) para comprimir una muestra
con una presién muy elevada. (b) El monosulfuro de samario (SmS) es normalmente un semiconductor negro.
Cuando se somete a una presion superior a 700 atm, un electrén del estado 4f pasa al estado 5d. El compuesto
resultante resplandece como oro y se comporta como un metal. ((a) y (b) A Jayaraman/AT&T Bells Labs.)

Carga nuclear efectiva para un electréon en un atomo fisico de atomo

Ejemplo 36.7 de litio




Supdngase que la nube del electron con n = 2 de un atomo de litio en su estado
fundamental estuviera completamente fuera de las nubes de los dos electronesconn =
1. Estos dos electrones internos apantallaron la carga nuclear efectiva que seria Z’e con
Z' = 1. Por lo tanto, la energia del electrén con a = 2 seria - (13.6 eV)/22 =- 3.4 eV.
Sin embargo, la energia de ionizacién del litio es 5.39 eV y no 3.4 eV. Utilizar este hecho
para calcular la carga efectiva nuclear Z’ “vista” desde el electrén externo del litio.

PLANTEAMIENTO. Como el electron mds externo se mueve en la capa n = 2,
tomaremos para su distancia media al nucleo el valor r = 4a,. Podemos calcular
entonces Z’ con la ecuacidn 36.45. Dado que r viene dado en funcién de a, serd
conveniente utilizar la ecuacién 36.16, E, = ke?/(2a,) = 13.6 eV.

SOLUCION
1. La ecuacion 36.45 relaciona la energia 1kZ'e?
del electrén n = 2 con su distancia = 2 7
media r y con la carga nuclear efectiva
YA
2. Sustituir porlos valoresdadosr = agyy I 1kZ' e?
- _ . —53%eV = —=
E = 5.39 eV: 2 4a0
3. Utilizar Ey = ke?/(2a,) = 13.6 eV y _ 1kz'e* 7'
despejar Z'; —539el = —3 da, -7 (13.6 eV)
Por tanto,
7! = 45.39 %4 — 159
13.6elV '

COMPROBACION. Era de esperar que Z’ fuera mayor que 1y menor que 3. El resultado
final concuerda con lo esperado.

OBSERVACION. Este calculo es interesante, pero no es riguroso. Basicamente, hemos
utilizado el radio (r = 4a,) de la drbita circular que resulta del modelo de Bohr
semiclasico y la energia de ionizacién medida para calcular la carga interna efectiva
“vista” desde el electron conn = 2. Naturalmente, sabemos que este electron conn =
2 no se mueve en una o6rbita circular de radio constante, sino que se representa mejor
por una nube cargada estacionario de densidad de probabilidad || que se solapa con
las nubes cargadas de los electrones conn = 1.

BERILIO (Z = 4)

La energia del atomo de berilio es minima si los electrones con n = 2 estdn en el estado
2s. Puede haber dos electrones con n = 2, £ =0 y m, = 0 gracias a los dos valores
posibles del numero cuantico de espin, m. La configuracion del berilio es, por lo tanto,
152252,

DEL BORO AL NEON (Z=5AZ=10)



Si la subcapa 2s de un atomo de boro en su estado fundamental estd completa, el quinto
electrén debe situarse en la siguiente subcapa disponible (de menor energia), que es la 2p,
conn =2y ¥ =1 Como existen tres valores posibles de m,(+1,0 y — 1) y dos valores de
my para cada valor de m, pueden existir seis electrones en esta subcapa. La configuracion
electrénica del boro es 1s22s22p. Las configuraciones electrénicas de los elementos
carbono (Z = 6) al neén (Z = 10) difieren de la correspondiente al boro sélo en el nimero
de electrones de la subcapa 2p. La energia de ionizacion crece con Z para estos elementos,
alcanzando el valor de 21.6 eV para el dltimo elemento del grupo, el nedn. Este posee el
maximo numero de electrones permitidos en la capan = 2. Su configuracién electrénica
es 1522s522p°®. Debido a su altisima energia de ionizacién, el neén, como el helio, es
basicamente inerte desde el punto de vista quimico. El tomo cuyo numero atdmico es una
unidad inferior al niUmero atédmico del nedn, el fldor, tiene una vacante en la subcapa 2p;
es decir, tiene sitio para un electrén mas. Por ello, el flior se combina facilmente con
elementos como el litio que posee un electrén en la capa mds energética (es decir, un
electron de valencia que se encuentra en una capa mas energética después de haberse
completado la anterior). El litio, por ejemplo, cederia su Unico electrén de valencia al fltor
para formar un ion F y un ion Li*. Estos iones se unirdn entre si para formar una molécula
de fluoruro de litio.

Hydrogen

Iron
©

Carbon

Europium

Silicon

Silver

Descripcion esquematica de las configuraciones electrdnicas de los d&tomos. Los estados s con simetria esférica
pueden contener 2 electrones y estan coloreados en blanco y azul. Los estados p en forma de peonzas (o de
halteras) pueden contener hasta 6 electrones y se muestran de color rojizo. Los estados d pueden contener



hasta 10 electrones y aparecen de color verde-amarillento. Los estados f pueden contener hasta 14 electrones
y estan coloreados de purpura. (David Parker/Photo Researchers)

DEL SODIO ALARGON (Z=11AZ=18)

El electrén undécimo del estado fundamental del &tomo de sodio debe situarse en la capa
n = 3. Como este electrén estd muy alejado del nucleo y de los electrones mas internos,
con n =2y n =1, se encuentras débilmente ligado al atomo de sodio (Z = 11). La
primera energia de ionizacidén del sodio es sdélo 5.14 eV. El sodio, por lo tanto, se combina
facilmente con atomo tales como el flior. Con n = 3, el valor de £ puede ser 0, 1, 2. Un
electrén en el estado 3s tiene menor energia que un electréon 3p o 3d porque el
solapamiento de su densidad de probabilidad con la de los electronesconn =2yn = 1es
mayor. Esta diferencia de energia entre subcapas de igual valor de n se hace mayor a
medida que el numero de electrones crece. La configuracién electrénica del sodio es
1522s522p°3s!. A medida que avanzamos hacia valores mas altos de Z, la subcapa 3s, y
después la 3p, se va llenando. Estas dos subcapas pueden acomodar 2 + 6 = 8 electrones.
La configuracién del argén (Z = 18) es 1522s522p©3s23p°. Podria parecer légico que el
decimonoveno electrdn del potasio se situara en la tercera subcapa (subcapa d con £ = 2),
pero el efecto de solapamiento es ahora tan intenso que la energia del siguiente electrén
es menor en la subcapa 4s que en la subcapa 3d. Existe, por lo tanto, otra gran diferencia
de energia entre los electrones decimoctavo y decimonoveno vy, por ello, el argén con su
subcapa 3p completa es basicamente estable e inerte.
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FIGURA 36.17 Energia de ionizacion del primer electréon en funcién de Z desde Z=1 a Z = 60. Es la energia de
enlace del ultimo electrén del atomo. La energia de enlace crece con Z hasta que una capa se completa para
Z =2,10, 18,36y 54. Los atomos con una capa completa, mas un electrén externo, tal como el sodio (Z=11),
poseen energias de enlace muy bajas, pues el electron externo esta muy lejos del ndcleo y, por tanto
apantallado por los electrones internos.

ELEMENTOS CON Z > 18



El decimonoveno electrén del potasio (Z = 19) y el vigésimo del calcio £(Z = 20) pasan a
ocupar la subcapa 4s en lugar de la 3d. Las configuraciones electrénicas de los siguientes
diez elementos, del escandio (Z = 21) al cinc (Z = 30), se diferencian sélo en el nimero
de electrones de la capa 3d, excepto el cromo (Z = 24) y el cobre (Z = 29), en los cuales
existen solamente un electréon 4s. Estos diez elementos se conocen como elementos de
transicion.

La figura 36.17 muestra un grafico de la primera energia de ionizacién en funcion de
Z desde Z =1 a Z =60. Los picos de la primera energia de ionizacién para Z =
2,10,18,36 y 54 indican un cierre de una capa o subcapa. La tabla 36.1 incluye las
configuraciones electrénicas del estado fundamental de todos los elementos hasta el
numero atémico 111.

Configuracidn electronica de los atomos en sus estados fundamentales.
Tabla Para algunos elementos de las tierras raras (Z =57 a71) y para los

36.1 elementos pesados (Z > 89) las configuraciones no estan firmemente
establecidas.
Capa (n) ;<(1 L(2) M(3) N(4) 0(5) )P(6 )Q(7
s s P s p d s p d f s p d f S p d s

z () 0 1 (0 (1 2 © (1 2 B O 1 2 B O 1 (2 (@

Element ) ) ) ) ) ) )y ) )y )y )y ) ) ) )
(0]

Subcapa
(£)

1 H 1

2 He 2

3 L 2 1

4 Be 2 2

5 B 2 2 1

6 c 2 2 2

7 N 2 2 3

8 O 2 2 4

9 F 2 2 5

10 Ne 2 2 &6

11 Na 2 2 6 1




12

Al

13
14
15
16
17
18
19
20
21

S

Cl

Ar

Ca

Sc

Ti

22

23
24

25

Cr

Fe

26
27
28
29
30
31

Co

Ni

10
10

Cu

Zn

Ga

Ge

32

As

33
34

35

Se

Br

Kr

36
37

Rb
Sr

38
39
40

Zr

Nb

41

42

Tc

43
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P(6 Q(7

N(4) 0(5)

M(3)

L(2)

K(1

Capa (n)

(1)

0

3

Element

Subcapa
(£)
Ru

44
45

Rh

Pd
Ag

46
47

Cd

48
49

In




Sn

50
51

Sb
Te

52

53
54
55
56
57
58
59
60
61

Xe

Cs

Ba

La

Ce

Pr

Nd

Pm
Sm

Eu

62

63

Gd

64
65

Tb

2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2

10
11
12
13
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14

10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6

2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2

10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10

Dy

66
67
68
69

Ho

Er

Tm
Yb

70
71

Lu

Hf

72

Ta

73
74
75
76
77
78
79
80
81

Re

Os

Ir

Pt

10
10
10
10
10
10
10
10
10
10

Au

He
Tl

Pb
Bi

82

83
84

85

Po

At

Rn

86
87
88

Fr

Ra
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N(4) 0(5)

M(3)

L(2)

K(1

Capa (n)

(1)

0

3

Element

Subcapa
(£)
Ac

10
10

2
2

14
14

10
10

6
6

2
2

10
10

89
90

Th




91 Pa 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 2 6 1 2

92 U 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 3 2 6 1 2

93 Np 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 4 2 6 1 2

94 Pu 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 6 2 6 - 2

95 A 2 2 6 2 6 100 2 6 10 14 2 6 10 7 2 6 - 2
m

% C 2 2 6 2 6 100 2 6 10 14 2 6 10 7 2 6 1 2
m

97 Bk 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 9 2 6 - 2

98 Cf 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 10 2 6 - 2

9 Es 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 11 2 6 - 2

10 Fm 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 12 2 6 - 2

0

10 M 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 13 2 6 - 2

1 d

10 No 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 14 2 6 - 2

2

10 Lr 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 14 2 6 1 2

10 Rf 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 14 2 6 2 2

10 Db 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 14 2 6 3 2

10 Sg 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 14 2 6 4 2

10 Bh 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 14 2 6 5 2

10 Hs 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 14 2 6 6 2

10 Mt 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 14 2 6 7 2

11 Ds 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 14 2 6 9 2

11 Rg 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 14 2 6 10 1

WA ESPECTROS OPTICOS Y ESPECTROS DE RAYOS X

Cuando un atomo se encuentra en un estado excitado (es decir, en un estado energético
por encima del estado fundamental), experimenta transiciones a estados de menor energia
emitiendo radiacién electromagnética. La longitud de onda de esta radiacién emitida est3
relacionada con los estados inicial y final por la férmula de Bohr (ecuacién 36.17), A = hc /
(E; — Ef), donde E; y Ef son las energias inicial y final, y h es la constante de Planck. El



atomo puede ser excitado a un estado energético
mas elevado bombardeandolo con un haz de
electrones, por ejemplo, en tubo de descarga
sometido a un alto voltaje entre sus extremos.
Como los estados energéticos excitados de un
atomo forman una serie discreta (en lugar de
continua), solo se emiten ciertas longitudes de
onda. Estas longitudes de onda de la radiacién
emitida constituyen el espectro de emision del
atomo.

ESPECTROS OPTICOS

Para entender los espectros dpticos, es necesario
comprender los estados excitados del dtomo. La
situacién para un atomo con multiples electrones
es, en general, mucho mas complicada que la del
hidrégeno con sélo un electron. Un estado
excitado puede implicar un cambio en el estado
de cualquiera de los electrones, o incluso de dos
o mas electrones. Afortunadamente, en la mayor
parte de los casos, un estado excitado de un
atomo procede de la excitacidon de solamente uno
de los electrones del datomo. Las energias de
excitacion de los electrones de valencia de un
atomo son del orden de unos de unos pocos
electronvolts. Las transiciones que proceden de
estos electrones dan lugar a fotones visibles que
corresponden o estdn muy préximos al espectro
visible u dptico. (Recuérdese que la energia de los
fotones visibles se encuentra dentro del intervalo
1.5 a 3 eV). Frecuentemente, las energias de
excitacion se pueden calcular a partir de un
modelo simple, en el cual el atomo se representa como
un solo electron mas un sistema central y estable
formado por el ndcleo y los otros electrones mas
internos. Este modelo funciona particularmente bien
para los metales alcalinos: Li, Na, K, Rb y Cs. Estos
elementos se encuentran en la primera columna de la
tabla periddica. Los espectros O6pticos de estos
elementos son semejantes a los del hidrégeno.

Un anuncio luminoso de nedén de un
restaurante del barrio chino de Paris. Los
atomos de nedn del tubo se excitan mediante
una corriente electréonica que cruza del tubo, y
emiten luz en el intervalo visible al decaer a sus
estados fundamentales. Los colores del anuncio
son consecuencia del espectro rojo-naranja del
nedn mas el color del propio tubo de vidrio.
(Robert Landau/Westlight).

La figura 36.18 muestra un diagrama de niveles energéticos para las transiciones
Opticas del sodio, cuyos electrones se disponen completando las capas internas como en el
caso del nedn mas un electron externo o de valencia. Como el momento angular de espin



del conjunto electrones internos es globalmente cero, el espin de cada estado del sodio es
% (el espin del electrén de valencia). Debido al efecto espin-drbita, los estados con ] = L —
1/2 poseen una energia ligeramente mas baja que los correspondientes a ] = L + 1/2.
Cada estado (excepto los estados con L = 0) se divide, por lo tanto, en dos estados, lo que
constituye un doblete. El desdoblamiento del doblete es muy pequeiio y no se aprecia en
la escala energética de este diagrama. La notacidn espectroscopica habitual consiste en
especificar estos estados mediante un superindice dado por 2S + 1, seguido de una letra
que indique el momento angular orbital, seguido de un subindice que denote el momento
angular total /. Para estados con momento angular de espin total S = 1/2, el superindice
es 2, indicando que se trata de un doblete. Asi, 2P3/2, gue se lee “doblete P, tres medios”,
denota un estadoenelcual L =1y ] = 3/2, (Los estados L = 0, o estados S, se designan
habitualmente como si fueran dobletes, aunque no lo sean). En el primer estado excitado
del sodio, el electrdn mas externo ha sido excitado desde el nivel 3s al nivel 3p, el cual se
encuentra 2.1 eV por encima del estado fundamental. La diferencia de energia entre los
estados P3/, y P;/, debidos al efecto espin-drbita es aproximadamente 0.002 eV. Las
transiciones de estos estados al estado fundamental corresponden al conocido doblete
amarillo del sodio:

3p(2Py/,) - 3s(%Ss/2) A =589.6 nm
3p(?Ps)2) - 35(2532) A =589,0 nm

Los niveles energéticos y los espectros de otros metales alcalinos son semejantes a
los del sodio. El espectro dptico de &tomos como el helio, berilio y magnesio, que poseen
dos electrones externos, es considerablemente mds complejo debido a la interacciéon de
ambos electrones.

ESPECTROS DE RAYOS X

Los rayos X se producen habitualmente bombardeando un elemento diana o blanco con un
haz de electrones de alta energia en un tubo de rayos X. El resultado (figura 36.19) es un
espectro continuo que depende sélo de la energia de los electrones bombardeantes y un
espectro de lineas caracteristico del elemento diana. El espectro caracteristico es
consecuencia de la excitacion de los electrones mas internos del elemento que constituye
la diana bombardeada.



FIGURA 36.18 Diagrama de niveles
energéticos del sodio. Las lineas
diagonales muestran las transiciones
oOpticas observadas, con las longitudes
de onda expresadas en nanémetros. La
energia del estado fundamental ha sido
elegida como punto origen de la escala

vertical izquierda.

La energia necesaria para excitar un electron interno del &tomo —por ejemplo, un electron de
la capa n=1 (capa k)- es mucho mayor que la requerida para excitar un electron de valencia
externo. Un electrén interno no puede excitarse a ninguno de los estados ya ocupados en
capas completas (por ejemplo, los estados n = 2 del sodio) debido al principio de exclusion.
La energia requerida para excitar uno de estos electrones a un estado desocupado es
generalmente del orden de varios miles de electronvolts. Si un electron es extraido de la capa
n =1 (capa K), deja una vacante en esta capa. Esta vacante puede ocuparse si un electron de
una capa superior efectia una transicion a la capa K. Los fotones emitidos por los electrones
que realizan estas transiciones poseen también energias del orden de varios miles de
electronvolts y producen picos agudos en el espectro de rayos X como los de la figura 36.19.
La linea Ko se debe a transiciones de la capan =2 (capa L) ala capan =1 (capa K). La linea
K se debe a transiciones de la capa n = 3 a la n = 1. Estas y otras lineas procedentes de
transiciones que finalizan en la capa n = 1 constituyen la serie K del espectro caracteristico
de rayos X del elemento que forma la diana bombardeada. De igual modo, una segunda serie,
la L, se produce por transiciones de estados energéticos elevados a una plaza vacante en la
capa n =2 (L). Las letras K, L, M, etc., designan la capa a la que va a parar el electréon que



hace la transicion, y la serie a, B, etc., indica el nimero de capas por encima de la capa final

del estado inicial del electron.
I
Ke

)—ll\

0 002 004 006 008 0,10 0,.12
A, nm

FIGURA 36.19 Espectro de rayos X del
molibdeno.  Los  picos  agudos
designados por Ka y Kp
caracteristicos del elemento. La
longitud de onda de corte Am es
independiente del elemento diana y esta
relacionada con el voltaje V del tubo de
rayos X por Am = hc/eV.

En 1913, el fisico inglés Henry Moseley midio las longitudes de onda de las lineas Ko de
los espectros de rayos X caracteristicos de unos 40 elementos. Con estos datos, Moseley
demostrd que la representacion grafica de A2 en funcion del orden en que los elementos
aparecian en la tabla periodica resultaba ser una linea recta (con algunas vacantes y unas
pocas excepciones). A partir de estos datos, Moseley fue capaz de determinar con
precision el nimero atomico Z de cada elemento conocido y predecir la existencia de
otros elementos descubiertos mas tarde. La ecuacion de la linea recta de su grafico es:

L _z-1

Vi,

a
El trabajo de Bohr y Moseley puede combinarse para obtener una ecuacion que relaciona
la longitud de onda del fotédn emitido con el nimero atémico. De acuerdo con el modelo

de Bohr de un dtomo monoelectrénico (vease la ecuacién 36.13), la longitud de onda del

foton emitido cuando el electrén la transicion de n=2 a n=1 viene dada por:

1 pb(, 1)
A he 22

Donde Ep=13.6 eV es la energia de enlace del estado fundamental del atomo de
hidrégeno. Tomando la raiz cuadrada de ambos miembro, se obtiene:



E 1/2
S[R3
Ay c

o

Esta ecuacién y la de Moseley concuerdan si se sustituye Z—1 por Z en la ecuacién de

Moseley y si a = 3E0/ (4hc). Este resultado plantea una pregunta ¢ Por qué el factor Z— 1y no el
factor Z? En parte se explica porque el modelo de Bohr ignora el apantallamiento de la carga nuclear.
En un atomo multielectrénico, los electrones de los estados n = 2 estan eléctricamente apantallados de
la carga nuclear por los dos electrones de los estados n = 1, asi que los electrones del estado n=2, son
atraidos por una carga nuclear de alrededor de (Z — 2)e. Sin embargo cuando hay un solo electréon en la
capa K, los electrones n =2 son atraidos por una carga nuclear efectiva de unos (Z — 1)e. Al decaer un
electron desde un estado n hasta un estado desocupado de la capa n = 1, se emite un foton de energia
En+E+. Para n = 2, la longitud de onda de dicho fotén es:

hc
Ay = 36-46
@ ) 1
(Z-17E(1- 3
gue se obtiene sustituyendo Z por Z -1 en la ecuacion anterior.
SEIllKSRI Identificacion de un elemento a partir de su linea Ka de Rayos X

La longitud de onda de la linea de la linea Ka del espectro de rayos X de cierto elemento es A=0.0721
nm ¢ De qué elemento se trata?

PLANTEAMIENTO. La linea Ka corresponde a una transiciéon de n =2 a n = 1. La longitud de onda
esta relacionada con el numero atémico Z por la ecuacion 36.46

SOLUCION
. he
1. Despejar (Z - 1)? Ag, = "
- 1)3EO(1 - ;)
SO
" dhc
2. Sustituir los datos conocidos y despejar Z: Z-1" = 3A E,
(Z — 1)? 4(1240 eV » nm) o8
< = = 1686
3(0.0721 nm)(13.6 V) ’
SO
3. Como Z es un numero entero, se redondea el 7 =1+ V1686 = 42.06

valor entero mas préximo 7 — 4

The element is molybdenum.

Comprobacion
El elemento con mayor nimero atomico presente en la naturaleza es el uranio con Z=92. El resultado
final es mayor que 0 y menor que 93, lo cual esta dentro de lo esperado.

Resumen

1. El modelo de Bohr es importante historicamente pues fue el primero que explico con éxito
el espectro optico discreto de los atomos en funcion de la cuantizacion de la energia. Ha
sido superado por el modelo mecanico-cuantico.

2. Lateoria cuantica de los atomos resulta de la aplicacion de la ecuacion de Schrodinger a un
sistema ligado formado por un nucleo de carga +Ze y Z electrones de carga —e.



3. Para el &tomo mas simple, el hidrogeno, formado por un protoén y un electréon, la ecuacion

de Schrodinger independiente del tiempo puede resolverse exactamente, obteniéndose las

funciones de onda Y que dependen de los nlimeros cuanticos n, £, m¢y m;.
4. La configuracion electronica de los atomos esta gobernada por el principio de exclusion de

Pauli, segln el cual, dos electrones de un atomo no pueden tener la misma serie de valores

de los numeros cuanticos n, £, m¢y m,. mediante el principio de exclusion y las restricciones

de los numeros cuanticos, es posible comprender basicamente la estructura de la tabla

periddica.

TEMA

OBSERVACIONES Y ECUACIONES
RELEVANTES

1. Modelo de Bohr para el atomo de hidrégeno

Postulados para el atomo de
hidrogeno

Orbitas no radiantes

El electron se mueve en una Orbita circular
alrededor del proton sin emitir radiacion

Frecuencia de del foton segun la f= Ei—Ey 36.7
conservacion de la energia h
Cuantizacion del momento angular mvr =nh, n=1273.. 36.9
. . >
Primer radio de Bohr ay = m?(ez — 0,0529 nm 36.12
Radio de las érbitas de Bohr r =n? % 36.11
N'iverles energéticos del 4tomo de E, = mkz:" Z_z — _p2 E_g 36.15
hidrogeno 2h% n n
donde
2,4 2
E, =2 =1k —136ev 36.16
2h? 2 ag
Longitudes de onda emitidas por el 1=C=_hc _ 1240eVnm 36.17,36.18
atomo de hidroégeno f Ei-Ey Ei-Ey

2. Teoria cuantica de los
atomos

El electron esta descrito por una funcién de onda ¢
que obedece la ecuacion de Schrodinger. La
cuantizacion de la energia se debe a las condiciones
de onda estacionaria. 1 viene descrita por los
nimeros cuanticos n, €, me¢'y el nimero cuantico de
espin, ms=="%.

Ecuacion de Schrodinger h? (9%¢ | 9%¢  9%¢ _

Sy i B 36.19
independiente del tiempo 2m (azx 0%y 322) ¢ ¢
Para atomos aislados, las Y(r,0,¢) =R(r)f(O)g(d) 36.21

soluciones pueden expresarse
como productos de funciones de 7,
0y ¢ separadamente

Numeros cuanticos en coordenadas
esféricas

Numero cuantico principal

n=123,..

Numero cuantico orbital

£=0123,..,n—1




Numero cudntico magnético m, = —¢,(—¢+1),...,—2.-1,0,1,2,...,(# + 1), ¢

36.22
Momento angular orbital L=.4{+ 1Dh 36.23
TEMA OBSERVACIONES Y ECUACIONES RELEVANTES
Component.e z del momento L. = mh 36.25
angular orbital z {4
3. Teoria cuantica del atomo de hidrégeno
. 74 E
leeles energéticos  (los E, = 722 o123 36.26
mismos que en el modelo de n?
Bohr), donde _ mk?e* 36.27
EO - W =13.6¢eV
Longitudes de onda emitidas
por el dtomo de hidrégeno 1262 hc _ 1240 eV - nm 36.17,
(las mismas que en el modelo f  Ei—Ef E; — Ef 36.18
de Bohr)
Funciones de onda
Estado fundamental _2r/a 1 ,7\3/? ra 36.30,
Y100 = Cro0€ 0= ﬁ(a_o) es/mo 36.32
. . ZT
Primer estado excitado 100 = Ciog (2 _ _) o-2r/ac 36.35
Qo
Zr
Y100 = Ci00— € “"/%cos6 3636
Ao
36.37

Zr .
Y100 = C100a_ e T/%senf e* 1
0

Densidades de probabilidad

Para £ = 0, |p|? es esféricamente simétrica. Para £ > 0, [1|? depende del
angulo 6.

Densidad de probabilidad
radial

P(r) = 4nr?|y|? 36.33
La densidad de probabilidad radial es maxima, aproximadamente, a las
distancias correspondientes a las drbitas de Bohr.

4. Efecto espin Orbita y
estructura fina

El momento angular total de un electrén en un dtomo es una
combinacién del momento angular orbital y del momento angular de
espin. Se caracteriza por el nimero cuéntico j, que puede ser | —1/2] o
¢ 4+ 1/2. Debido a la interaccidn de los momentos magnéticos orbital y de
espin, el estado j = |£ — 1/2]| tiene menor energia que el estado j = £ +
1/2, para £ > 0. Este pequefio desdoblamiento de los estados
energéticos da lugar a un pequefio desdoblamiento de las lineas
espectrales llamado estructura fina.

5. Tabla periddica

Un atomo de un elemento tiene Z electrones, siendo Z el nimero
atémico del elemento. Los electrones de un dtomo en su estado
fundamental se disponen en el estado de menor energia compatible con
el principio de exclusién de Pauli. El estado de un dtomo viene descrito
por su configuracién electrdnica, que expresa los valores de ny £ para
cada electron. Los valores de # vienen especificados por un cadigo:
S p d f g h
Valoresde# 0 1 2 3 4 5

Principio de exclusion de
Pauli

Dos electrones de un atomo no pueden tener la misma serie de valores
de los numeros cudnticos n, £, m, y m.

6. Espectros atémicos

Los espectros atdmicos incluyen espectros épticos y espectros de rayos X.
Los espectros dpticos son consecuencia de transiciones entre los niveles
energéticos de un Unico electrén de valencia que se mueve en el campo




creado por el nucleo y los electrones de las capas mas internas del atomo.
Los espectros caracteristicos de los rayos X son consecuencia de la
excitacion de un electrdn de las capas internas y de la subsiguiente
ocupacion por otro electron del atomo.

Reglas de seleccion

Las transiciones entre estados energéticos con emision de un fotén
vienen gobernadas por las siguientes reglas de seleccién:
Am, =0 o Am, = %1 36.28
AL =+1

En algunos problemas se
dan mds datos de los
realimente necesarios; en
otros pocos, deben
aportarse algunos datos a
partir de conocimientos
generales, fuentes externas
o estimaciones ldgicas.

En los datos numeéricos sin
como decimal se debe
considerar significativos
todos los digitos incluidos
los ceros a la derecha del
ultimo diferente de cero.










el cual el fotdon incidente es absorbido por el atomo y, poco tiempo después, un fotdn
de igual energia es emitido con una direccion arbitraria. El resultado neto de una de
estas colisiones individuales es una transferencia de momento lineal al atomo en la
direccion opuesta a la de su movimiento, seguida por otra transferencia de momento
lineal al atomo en una direccién arbitraria. Asi pues, el atomo pierde velocidad al
absorber al foton, y el subsiguiente cambio de velocidad al emitir el foton final es,
en promedio, nulo(ya que no hay direccion preferida para esta emisién). Este
proceso suele compararse con el de frenado de una pesada bola de bolos al rebotar
sobre ella una serie de pelotas de ping-pong. (a) Dado que la energia habitual de
los fotones usados en estos experimentos es de 1eV y que el momento lineal tipico
de un atomo es el que le corresponde por agitacion térmica a unos 500 K (una
temperatura tipica del horno que produce el haz atémico), dar una estimacion del
numero de colisiones foton-atomo que se requieren para detener dicho atomo. (La
energia cinética medida del atomo es 3/2KT, donde k es la constante de Boltzmann;
la expresion puede usarse para hallar la velocidad de los atomos) (b) Comparar este
numero de colisiones del apartado (a) con el que se requeriria para detener una
bola de bolos mediante choques contra pelotas de ping-pong, (Suponer que la
velocidad de cada pelota de ping-pong coincide con la velocidad inicial de la bola)
(c) EI 8Rb es un atomo usado frecuentemente en experimentos de enfriamiento. La
longitud de onda de la luz resonante con la transicién de enfriamiento es A = 780,24
nm. Estimar el numero de colisiones que se requieren para detener un atomo de
%Rb cuya velocidad térmica es 300 m/s. )

EL MODELO DE BOHR PARA EL ATOMO DE HIDROGENO

22. El radio de la primera orbita de es ap = h?%/(mkc?) = 0,0529 nm (ecuacion
36.12). Utilizar los valores conocidos de las constantes de la ecuacién para
comprobar apes igual a 0,0529 nm.

23. La longitud de onda mas larga de la serie de Lyman para el atomo de
hidrogeno fue calculada en el ejemplo 36.2. Determinar las longitudes de onda
para las transiciones (a) n1 =3an2=1 y(b)n1=1ynz=1.

24. Determinar la energia de los fotones correspondientes a las tres longitudes
de onda mas largas de la serie de Balmer para el &tomo de hidrégeno y calcular
las tres longitudes de onda.

25. Hallar la energia del fotdn y la longitud de onda correspondiente al limite de
la serie (longitud de onda mas corta) de la serie de Paschen (ns = 3) para el atomo
de hidrogeno. (b) Calcular las tres longitudes de onda mas largas de la serie de
Paschen.

26. (a) Determinar la energia y longitud de onda limites (longitud de onda
minima) para la serie de Brackett (n: = 4) del atomo de hidrégeno. (b) Calcular las
tres longitudes de onda mas largas de la serie de BrackettO

27. En el sistema de referencia en el que esta en reposo el centro de masas de
un atomo de hidrégeno, el electron y el nucleo poseen momentos lineales iguales
y opuestos de modulo p. (a) Usando el modelo de Bohr, demostrar que la energia
cinética total del electrén y el nicleo pueden escribirse en la forma K = p%/2u;,



donde uy,= meM/(M + mg) se llama masa reducida me es la masa del electron y M
la masa del nucleo. (b) En las ecuaciones del modelo de Bohr para el atomo, el
movimiento del nucleo puede tenerse en cuenta reemplazando la masa del
electron para la masa reducida. Usar la ecuaciéon 36.14 para calcular la constante
de Rydberg de un atomo hidrégeno como un nucleo de masa M = m,. Observe
el valor aproximado de la constante de Rydberg tomando el limite de la férmula
de la masa reducida cuando M tiende a infinito. 4 Cuantas cifras de este valor
aproximado concuerdan con el valor real? (c) Hallar la correccién porcentual a la
energia del estado fundamental del atomo de hidréogeno utilizando la ecuacion
36.16 para la masa reducida. Nota: en general, la masa reducida del problema
de dos cuerpos de masa ms y m, ésta dada por:

mim;
h= my; +m,

28. La serie de Pickering para el espectro del He* (helio ionizado) la forman las
lineas espectrales debidas a la transiciones al nivel n = 4 del He*. Cada linea de
la serie de Pickering resulta ser muy cercana a una linea de la serie de Balmer
para las transiciones al nivel n = 2 del hidrégeno. (a) Demostrar la exactitud de
esta afirmacion. (b) Calcular la longitud de onda del foton de una transiciéon desde
el nivel u = 6 al nivel n = 4 del He* y demostrar que corresponde a una de las
lineas de la serie de Balmer.

NUMEROS CUANTICOS EN COORDENAD ESFERICAS.

29. Dado un electron atdbmico que tiene un numero cuantico orbital t = 17,
determinas (a) el modulo del momento angular L y (b) los valores posibles del
numero cuantico magnético me (¢) Dibujar a escala un diagrama vectorial que
muerte las orientaciones posibles de L con respecto al eje +z.

30. Dado un electrén atdmico que tiene un numero cuantico orbital t = 3,
determinar (a) el médulo del momento angulas L y (b) los valores posibles de mx
(c) Dibujar a escala un diagrama vectorial que muestre las orientaciones posibles
de L con respecto al eje +z.
31.El numero cuantico principal de un electrén en un atomo es n = 3(a) ¢ Cuales
son los valores posibles de t? (b) ¢ Cuales son las combinaciones posibles de ty
m: (a causa del espin electronico), determinar el numero total de estados
electrénicos con n = 3.
32.En un atomo determinar el numero total de estados electrénicos que tienen
(@)n=2y (b) n=4. (Véase el problema 31.)
33.Determinar el valor minimo de angulo © que forman Ly el eje +z para (a) t =
1,(b)t=4y y(c)t=>50.

34. ¢ Cudles son los valores posibles para n y m: para un electrén atémico que
tiene (a)t=3,(b)t=4y(c)t=07?



35. Para un electron atomico que se encuentra en un estado como ¢ = 2, hallar
(a) el valor del cuadrado del momento angular L2, (b) el valor maximo del L?y, y
(c) el menor valor para de L%+ L?y.

TEORIA CUANTICA DEL ATOMO DE HIDROGENO

36. Para el estado fundamental del atomo de hidrogeno, determinar los valores
de (a) W(r) en r = ay (b) W2(r) en r = ap y (c) la densidad de probabilidad radial
P(r) en r = a. Dar las respuestas en funcion de ao.

37.(a) Si no se incluye el espin del electron, ;cuantas funciones de onda
distintas existen correspondientes al primer nivel energético excitado en n = 2
del

38.hidrogeno? (b) Especificar los numeros cuanticos de cada una de estas
funciones de onda.

39.Para el estado fundamental del atomo de hidrégeno, calcular la probabilidad
de encontrar el electron en la corteza esférica entre r y r+Ar, siendo Ar = 0,03a0
y(a)r=aoy (b) r = 2ao.

40. El valor de la contante Cz00 en la ecuacion

VA
Y = Cyp0(2 — —)e#r/2 %
Qo

La ecuacion 36.50 viene dada por:
A

c 1 Z\2

N> <a9)

Determinar los valores de ¢@(r)enr =a, b) @?(r)enr = a,y c) la densidad de
probabilidad radial p (r) en r=a, para el estado n=2 |=0 m;=0 del &tomo de hidrogeno. Dar
la respuesta en funcion de a,,.

40. Demostrar que la densidad de probabilidad radial del estado n=2, I=1, m; = 0 de un atomo
de un solo electrén puede escribirse en la forma P(r)=Acos?6 r?e 2", donde A es una
constante.

41. Calcular la probabilidad de encontrar el electrén en la corteza esférica r y r+Ar,donde Ar =
0.002y (a) r=ag n=2,1=0m; = 0 (b) r=2a, para el estado n=2, |=0 del hidrogeno

42. Demostrar que loa funcién del estado fundamental del dtomo de hidrogeno ¥, =

1 3 Zr

ni(a—)ie%es una solucién de la ecuacién de Schrédinger en coordenadas esféricas.
0

o (L (28 4 g (2F) 4 L4
Zr’:er dr (1" dr) [senG ae (send (dG) + senf? d(pz] +U(r)¥Y = EV¥ Donde
—kze? .
U(r)= (ecuacion 36.25)

T



43,

44,

45.

46.

47.

Demostrar por calculo dimensional que la expresion de la energia del estado fundamental
1mk2?e®
2h2

del hidrogenoE, = (ecuacion 36.27), tiene efectivamente dimensiones de

energia.

Comprobar por analisis dimensional que la expresidn del primer radio de Bohr por a, =
h2
mke?
La funcién de distribucion de probabilidad radial para un dtomo con un electrén en su

(ecuacion 36.12) tiene dimensiones de longitud.

-
estado fundamental puede escribirse en la forma P(r)=Crze_ZZ%, donde Ces una constante,
Demostrar que P® tiene su valor maximo en r:%

Demostrar que el nUmero de estados en el &tomo de hidrogeno para un valor determinado
de n es 2n?

Calcular la probabilidad de que el electrén en el estado fundamental de un atomo de
hidrogeno se encuentra en la regién 0<r< a,

Efecto espin-orbita y la estructura fina.

48.

49.

50.

51.

La energia potencial de un momento magnético en un campo magnético externo viene
dada por U=—i - E(a) Calcular la diferencia de energia que existe entre las dos posibles
orientaciones de un electrén en un campo magnético B=150k (b) Si estos electrones se
bombardean con fotones de energia igual a esta diferencia de energia, pueden inducirse
transiciones de “spin flip”. Determinar la longitud de onda de los fotones necesario para
tales transiciones. Este fendmeno se denomina resonancia del espin electrdnico.

EL momento angular total de un 4tomo de hidrogeno en cierto estado excitado tien el
numero cuantico /] = %eQué puede decirse respecto al nimero cuantico | de momento
angular orbital?

Un atomo de hidrégeno se encuentra en el estado n=2, I=2 ¢Cudles son los valores
posibles de J?

Utilizando un diagrama vectorial a escala , mostrar cdmo el momento angular orbital L se
combina con el momento angular de espin S para formar los dos valores posibles del
momento angular totalj para un estado I= 3 del &tomo de hidrogeno

LA TABLA PERIODICA.

52.

53.

54.

55.

El nimero total de estados cuanticos del hidréogeno con su nimero cuantico n=4 es (a)4,
(b)16, ()32 (d)36 (e)48

¢Cuantos de los ochos electrones de un dtomo de oxigeno en el estado fundamental se
encuentra en un estado p?(a)0 (b)2 (c)4 (d)6 (e)8

Escribe la configuracion electrénica del estado fundamental de (a) un 4tomo de carbono y
(b) un dtomo de oxigeno.

Hallar los valores posibles de la componente del momento angular orbital de (a) un
electron d y(b)un electrén f.



Espectros opticos y espectros de rayos x

56. Los espectros épticos de dtomos con dos electrones en la misma capa externa son
semejantes, pero son muy distintos del espectro de &tomos que solo poseen un electrén
externo, debido a la interaccién entre los dos electrones. Separar los elementos siguientes
en dos grupos de modo que los de cada grupo tengan espectros semejantes. Litio, Berilio,
Sodio, Magnesio, Potasio, Calcio, Cromo, Niquel, Cesio y Bario.

57. Especifica las posibles configuraciones electrénicas del primer estado excitado del 4tomo
de (a) Hidrogeno (b) Sodio y (c) Helio.

58. Indicar cuales de los siguientes elementos deben tener espectros atémicos semejantes al
hidrogeno y cuales deben ser semejantes al Helio: Li, Ca, Ti, Rb, Hg, Ag, Cd, Ba, Fr, Ra.

59. (A) La longitud de onda mas corta de la serie K del molibdeno corresponde a la linea K,
éCalcular las dos longitudes de onda siguientes. (b) ¢ Cudl es la longitud de onda mas corta
de esta serie

60. La longitud de onda de la lineaK, de cierto elemento es 0.3368 éide qué elemento se
trata?

61. Calcular la longitud de onda de la linea 6K, del 4&tomo de (a) Magnesio (z=12) y (b) cobre
(z=29)

Problemas Generales.

62. ¢Cual es la energia del fotdn de longitud de onda mas corta emitido por el &tomo de
hidrégeno?

63. La longitud de onda de una linea espectral del hidréogeno es 97.254nm. Identificar la
transicién que da ligar a esta linea sabiendo que finaliza en el estado fundamental.

64. La longitud de onda de una linea espectral de hidrégeno es 1093.8nm Identificar la
transicidon que da lugar a esta linea.

65. Los atomos de helio ionizados emiten lineas espectrales de las siguientes longitudes de
onda: 164.nm, 230.6nm, y 541nm. Identificar las transiciones que dan lugar a estas lineas
espectrales.

2
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66. La expresidn en la que aparecen varias constantes fisicas, x= e donde k es la contante

de Coulomb, se denomina constante de estructura fin Aparecen en numerosas
expresiones de fisica atdmica. (a) Demostrar que o« es un numero adimensional. (b)

. . . cX
Demostrar que en el modelo del atomo de hidrégeno de Bohr v, = — donde v, es la

velocidad del electrén en el estado de niumero cudntico n.
67. Las longitudes de onda de los fotones emitidos por un a&tomo de potasio correspondiente

a transiciones desde los estado 4Ps y 4P1 Al estado fundamental son 766.41y 769.90nm
2 2

(a) Calcular las energias de estos fotones en electronvolts (b)La diferencia en las energias
de estos fotones es igual a la diferencia energética AE (c) Estimar el campo magnético que
experimenta electréon de 4P del potasio.

68. 68. -~ Paraobservar las caracterisiticas lines K del espectro de rayos X, uno de los electrones
n=1 debe ser expulsado del atomo. Esto se realiza generalmente bombardeando el material
diana con electrones suficientemente energéticos para arrancar este electron fuertemente



69.

70.

71.

72.

73.

74.

ligado. ¢ Cudl es la energia minima requerida para observar las lineas K del (a) tungsteno, (b)
molibdeno y (c) cobre?

. . Ke?
59. ~Con frecuencia hemos de determinar el valor de —— en electronvolts cuando r se

expresa en nanémetros. Demostrar que Ke? = 1,44eV - nm

60. - El positron es una particula que tiene la misma masa que el electrén y una carga
eléctrica positiva +e. El positronio es el estado ligado de un electréon y un positrén. (a)
Calcular las energias de los cinco estados energéticos mds bajos del positronio utilizando la
masa reducida dada en el problema 27. (b) las transiciones entre cualesquiera de los niveles
deducidos en (a), écorresponde al intervalo visible de las longitudes de onda? Si es asi, éde
gue transicidn se trata?

61. ‘En 1947, Lamb y Retherford descubrieron que habia una pequenisima deferencia de
energias ente los estados 2S y y 2P1/; del &tomo de hidrogeno. Basicamente, midieron esta
diferencia provocando transiciones entre los dos estados mediante radiacién
electromagnética de longitud de onda muy larga. La diferencia energética (el efecto Lamb)
es de 4,372 x10-6 eV y se explica en electrodindmica cudntica como debida a las
fluctuaciones energéticas del vacio. (a) Cual es la frecuencia de un fotdn cuya energia
corresponde a la del efecto Lamb? (b) cual es la longitud de onda de este fotén? A qué
region del espectro pertenece?

62. - Un atomo de Rydberg es aquel en el que un electron de la capa exterior estd en un
estado altamente excitado n = 40 0 mas. Estos 4tomos son Utiles en experimentos para
estudiar la transicion de un comportamiento mecanico -cuantico a uno cldsico. Ademas,
estos estados excitados tienen vidas medias muy largas ( es decir, el electrén ocupara esta
estado un tiempo prolongado). Un atomo de hidrogeno se halla en el estado n=45. (a) ¢ Cual
es la energia de ionizacion del atomo en este estado? (b) ¢Cudl es la diferencia energética
(eV) entre este estado y el estado con n=44? (c) ¢Cual es la longitud de onda del foton
resonante con esta transicion entre los dos estados? (d) éQué radio tiene el dtomo en el
estado n=45?

63. --El deuterdn, el nucleo del deuterio (hidrogeno pesado), fue identificado por primera
vez en el espectro del hidrogeno. El deuterdn tiene masa aproximadamente doble que la
del protdn. (a) calcular la constante de Rydberg para el hidrogeno y para el deuterio
calculando la masa reducida como se indica en el problema 27. (b) usando el resultado
obtenido en (a), calcular la diferencia entre la longitud de onda mds larga de la serie de
Balmer del hidrogeno (protio) y la longitud de onda mas larga de la serie de Balmer del
deuterio.

64. - Unatomo muonico es un atomo de hidrogweno en donde el electrén se ha sustituido
por una particula #~. La masa del muon u~ es unas 207 veces mayor que la del electrén. (a)
Calcular las energias de los cinco niveles mas bajos del &tomo mudnico utilizando la masa
reducida dada en el problema 27. (b) las transiciones entre cualesquiera de los niveles
deducidos en (a), écorresponden al intervalo visible de longitudes de onda (por ejemplo,
entre A=700nm y 400nm)? Si es asi, {de qué transiciones se trata?



75. 75. - El tritdn, ndcleo inestable formado por un protén y dos neutrones, tiene un periodo
de semidesintegracién bastante largo, de aproximadamente 12 afios. El tritio es un dtomo
formado por un electrédn y un tritén. (a) Calcular la constante de Rydberg del tritio
obteniendo la masa reducida como indica el problema 27. (b) Calcular la diferencia entre la
longitud de onda mas larga de la serie de Balmer del tritio y la longitud de onda mas larga
de la serie de Balmer del deuterio (problema 73). Ademas, (c) Calcular la diferencia entre la
longitud de onda mas larga de la serie de Balmer del tritio y la longitud de onda mas larga
de la serie de Balmer del hidrégeno (protio).



