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Abstract: Este trabajo presenta el diseno de un controlador basado en la teoria de sistemas
complejos para la formacion de grupos de robots moviles, los cuales, son representados por
modelos de masas puntuales. Se propone un controlador proporcional basado en la posicién
de cada uno de los robots y se presentan condiciones suficientes para alcanzar el objetivo de
formacion, ademas de validar la eficacia del controlador mediante las simulaciones numéricas

presentadas.
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1. INTRODUCCION

Por formacidn en un grupo de robots moéviles enten-
demos a la distancia que guardan entre si los robots
con el proposito de alcanzar ciertas configuraciones pre-
definidas, ver Stanoev and Smilkov (2013). Estas pueden
ser fijas o variantes en tiempo. Esta estrategia de control
ha tomado enorme fuerza en anos recientes, pues cada
vez son mas las tareas que pueden realizarse mediante
un grupo de robots méviles, entre ellas podemos men-
cionar: vigilancia y exploracién, mapeo, construccion y
transportacion en grupo, formaciéon de satélites para
comunicacion, formaciéon de aviones de guerra, etc. ver
Kelly et al. (2004),Yamaguchi et al. (2001). Es comtn
encontrar en la literatura controladores para formacién
de robots disenados desde una perspectiva distribuida
(i.e., cada robot cuenta con su propio controlador) tal
es el caso de Yamaguchi et al. (2001), esta estrategia
distribuida permite estudiar a los grupos controlados
desde la perspectiva de los sistemas complejos, pues el
intercambio de informacion entre los robots permite que
cada uno de ellos afecte a la formacion del grupo, vista
como un todo. Para entender mejor a lo que se refiere
con sistemas complejos se expone la diferencia entre
el estudio convencional de los sistemas por parte del
reduccionismo y el estudio bajo la 6ptica de la ciencia
de la complejidad.

La ciencia convencional se apoya en la filosofia del re-
duccionismo para explicar los diferentes fenomenos de la
naturaleza, esto es, busca reducir los sistemas hasta los
elementos méas bésicos que lo constituyen, pues supone
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que, estudiando a fondo las partes que conforman dicho
fenémeno éste puede ser descrito completamente. Esta
forma de analizar a los sistemas se puede reducir en
la siguiente frase, el todo no es nada mds que la suma
de sus partes. Esta teoria es muy tutil para describir
sistemas pequenos o simples, en los que los elementos
que lo conforman no se encuentran relacionados entre
si;pero cuando se presentan interacciones entre los mis-
mos es dificil describir el comportamiento del sistema
completo basado en el comportamiento propio de sus
componentes, pues dichas interacciones permiten que el
todo sea mds que la suma de sus partes, pues, por medio
del intercambio de informacion entre los individuos, se
forman estructuras, se generan variedades, se produce
complejidad, etc., en fin, la composicion final o el "todo"
presenta comportamientos més ricos que los que suceden
en cada uno de los individuos, ver Auyang (1999).

No existe una definicion precisa (o universalemnte acep-
tada) de sistema complejo, pero en el presente trabajo, se
utilizara el termino para describir sistemas formados por
varios componentes, cuyo comportamiento es emergente,
esto es, que ecomportamiento del sistema no puede ser
inferido solamente por el comportamiento de sus compo-
nentes, ver Bar - Yam (1997). Como ejemplos se puede
citar al cerebro humano, los ecosistemas, internet, ver
Wang (2002). Asi pues, se analizara la formacion como
un a propiedad emergente de un sistema formado por
un grupo de robots moviles, donde entendemos a las



propiedades emergentes como los efectos a gran escala
(i.e., que afectan al grupo completo) producidos por
las interacciones locales entre los agentes. ver Axelrod
(1997).

El contenido de este trabajo se estructura como sigue:
primeramente se presentan los preliminares para el es-
tudio de este trabajo, los cuales comprenden a la teoria
de grafos utilizada. Posteriormente se muestra el con-
trolador con el que se desea alcanzar la formacion de
los robots moéviles, pasando después a la convergencia de
las posiciones de los robots dentro del grupo mediante
un ejemplo, seguida por las simulaciones numéricas que
validan la eficacia del controlador para finalmente men-
cionar el trabajo futuro y las conclusiones derivadas de
este trabajo.

2. PRELIMINARES
2.1 Algunos aspectos de la teoria de grafos

Un grafo es una representaciéon de un sistema en el que
solamente se mantienen las caracteristicas de conectivi-
dad entre sus diferentes componentes ( llamados nodos
o vértices), generalmente esto se hace mediante una rep-
resentacion grafica. Matematicamente podemos definir
a un grafo G = (V,E) como el par formado por un
conjunto V de vertices y un conjunto E de aristas que
conectan ciertos vértices entre si, ver Berge (2001). Otro
aspecto a considerar en un grafo es la topoligia, es decir,
la geometria que se forma por los nodos y las conex-
iones entre los mismos. Existen algunas topologias bien
estudiadas, con formas regulares entre ellas encontramos:
acomplamiento global, anillo o vecino cercano, estrella y
cadena, ver Posadas-Castillo et al. (2009).

2.2 Matrices asociadas a un grafo

Resulta bastante ttil el uso de la teoria de grafos para la
descripcion de grupos y la relacion entre sus miembros,
pues al ser una representacipon gréfica de las conexiones,
rapidamente se tiene una idea de como se comporta
el flujo de informacién entre los distintos nodos, sin
embargo, para realizar célculos en una computadora,
esta representacion grafica representa un reto para la
programacion, es por esto que es necesario encontrar
una estructura que permita una facil implementacion
en los célculos. Por esta razon, un grafo puede definirse
mediante algebra lineal, para el desarrollo de este trabajo
se utilizaran principalmente cuatro matrices: matriz de
adyacencia, matriz de grafo, matriz laplaciana y matriz
de conexidn, ver Wang (2002),Wu (1996). Para los al-
cances de este trabajo, el uso de estas matrices permiten
representar perfectamente a un grafo.

Matriz de adyacencia T(G). Es una matriz cuadrada de
dimensiéon Nz N, donde N representa el nimero de nodos
en el grupo, es una matriz de 1 y 0 que representa las
conexiones entre los diferentes nodos y sus elementos Y;;
estan dados por Berge (2001)

Y, — {1 sin (ij) C E(G) (1)

0 de otra forma n

en donde (i,j) ¢ E(G) significa que existe una arista que
une a los nodos i y j. En el caso de los digrafos (grafos
con aristas dirigidas), se tiene que Y;; = 1 si existe un
arco (arista dirigida) que va del nodo j al nodo i .

Matriz de grado D(G). Es una matriz diagonal de di-
mension NxN que representa el nimero de vecinos que
tiene cada nodo. Los elementos d;; de dicha matriz estan
dados por Wang (2002)

dij = { 0 de otra forma n (2)
donde d; es el grado del nodo 4, el cual se calcula mediante
la suma de los elementos de la fila 7 de la matriz de
adyacencia T(G), esto es

N
di= Y (i,j)cE(G) (3)
J=1,j#i

en el caso de los digrafos podemos distinguir entre el
grado de entrada d; y el grado de salida d;", donde el
primero es la suma de todos los arcos que tienen al nodo
i como final y el segundo es la suma de los que lo tienen
como inciio. En el presente trabajo se utilizara el grado
de entrada para referirse al grado de un digrafo.

Matriz laplacianaL(G). Es una representacion matricial
de un grafo. Tiene dimension NxN y se forma por la
diferencia entre la matriz de grado D(G) y la matriz de
adyacencia T(G) ver Wang (2002), Wu (1996), esto es,

L(G) = D(G) - T(G), (4)
por tanto, es posible calcular cada uno de sus elementos
l;; de la siguiente manera,

di, si (i:j)

lij = —1, Sll,JC’E(G), (5)
0 de otra forma n

Para el caso de grafos no dirigidos la matriz laplaciana

posee las siguientes caracteristicas Stanoev and Smilkov
(2013):

e Las filas de L(G) suman 0, lo que significa que se
tiene una matriz singular con espacio nulo (o kernel)
formado unicamente de unos (i.e., KerlL(G)] =
(11,...1)T). Por tanto, existe un valor propio igual
a cero, (i.e.,, A; =0).

e Todos sus valores propios son reales y no negativos
(i.e.,A; >0,i=1,2,..,N).

e Siademas, el grafo G esta fuertemente conectado (es
decir, que existe un camino desde cada uno de los
nodos hacia cualquiera de los otros) el valor propio
igual a cero de la matriz laplaciana es simple, es
decir, tiene multiplicidad igual a uno.

Matriz de conexionA (G). Se utilizarda la matriz de
conexién o tambien conocida como matriz de acoplamiento,
la cual es simplemente el negativo de la matriz lapla-
ciana, ver Wang (2002), Posadas-Castillo (2008),esto es

A(G) = -L(G), (6)



La caracteristica mas importante de esta matriz es que
todos sus valores propios son negativos excepto uno,
que es igual a cero en el caso de grafos fuertemente
conectados, ver Wu (1996),Posadas-Castillo (2008) . En
las siguientes secciones sera mas evidente la importancia
de esta matriz, pues la ley de control propuesta se basa
en el uso de la misma.

3. FORMACION DE GRUPOS DE ROBOTS
MOVILES

Se opt6 por utilizar un modelo de masa puntual para
representar a los robots moéviles de la red compleja pues
al ser un model lineal, controlable y observable, permite
centrar la atencion en las propiedades emergentes de
la red en vez de hacerlo en cada uno de los nodos en
especifico. El modelo matemaético de una masa puntual se
representa en Qu et al. (2007) mientras que en Cortinat-
Velez (2012) y en Martinez-Clark et al. (2013) se realizan
aplicaciones de sincronizacion de estas masas. En lo suce-
sivo, se utilizaré el termino masa puntual para referirse
al siguiente modelo,

1 = T2 +u,
{ (7)

Li?2 = —X1 — 2.%‘2
En este caso, el estado de x; de (7) representa la posicion
del robot movil, mientras que el estado de x5 se asocia
a la velocidad del mismo. Es conveniente observar que
este modelo representa el movimiento en una dimension,
esto debido a que se plantea formar independientemente
cada uno de los ejes de movimiento del robot ( en un
plano para un robot con ruedas, o en el espacio en el
caso de robots voladores) con una ley de control similar
para cada componente de posicion. Por tanto, se propone
una ley de control distribuido para un grupo homogéneo
de N sistemas dindmicos continuos de la forma
&y = flas) + (8)
donde x; € R™ es el vector de estados del i-ésimo robot y
u; = (1;10...0) € R™ es el vector de entradas de control.
En este caso, se propone el uso de un controlador que
actuia so6lo sobre la primer wvariable de estado de cada
robot movil, el cual tiene la siguiente estructura,
N
Ujr = Zcijaijiﬂﬂ + dij(aijrin + Agj), (9)
i=1

donde c;; es la fuerza de acoplamiento entre los robots
iy J, a;; es un elemento de la matriz de acoplamiento
A = (aij), A;j es la distancia deseada entre los robots
iy jy 0i es el coeficiente de repulsion, el cual puede
tomar los siguientes valores

0, Si|£l?i1 — Ij1| Z Aija

5, Si‘l‘il — lel S Aij

con d € R™. La idea es que el controlador se ocmporte de
la siguiente manera, la primer parte del controlador trata
de igualar los estados del robot j a los del robot i cuando
estan suficientemente alejados entre s6 (una distancia
mayor a A;;), cuando la diferencia entre el primer estado
(asociado a la posicion del robot) es mas pequenia que la
distancia deseada entre ellos, el coeficiente de repulsion
actua para lograr la separacion deseada.

3.1 Convergencia

A continuaciéon se presentan las condiciones suficientes
para que el controlador logre el objetivo de formacion de
un grupo de robots. Para ilustrar la convergencia de los
estados, se utilizan como nodos las masas puntuales cuyo
modelo se describe en (7). Dichas masas se acoplan en

Fig.1. Dos robots
moviles en topologia cadena, con acoplamiento maestro
y esclavo.
topologia cadena con comunicacion unidireccional (véase
la figura 1) desde el robot N; (considerando el maestro)
hacia el Na(el esclavo). La matriz de acoplamiento aso-

ciada a este caso es
00
A= (1 1) (11)

por tanto, las ecuaciones del robot maestro Ny tiene la

siguiente forma
11 T12,
(12)
T12 = —T11 — 2T12

mientras que las ecuaciones del robot esclavo N5 son
{ Ta1 = @2 + c12(w11 — 221) + d12((211 — w21) + Ar2),

Tog = —T21 — 2T2
(13)
para encontrar la convergencia del robot esclavo Ny en
estado estacionario, se iguala a cero el lado derecho de
(13) y resolviendo para xa1yxes, se tiene que dichos
estados tienden a
Tz + o211 + 12(211 + A12)

Cia + 012 ’ (14)

€T21 =
Loy = —T21
-2
ahora, considerando que es posible seleccionar §12 > ¢
y 012 > 1, entonces el robot esclavo Ny en estado
estacionario tiende a
x21 = (11 + A12),
gy = 221 (15)
-2
asi que con la seleccion apropiada del coeficiente de re-
pulsion d la posicion del robot esclavo Ny tiende a la del
robot maestro N1 més una distancia deseada Aqs, lo cual
concuerda con el problema de formacion.

3.2 Formacion de grupos de robots en varias topologias

Para efectos de este trabajo, se seleccionaron tres
diferentes topologias: estrella, cadena y anillo; con el
acoplamiento tanto unidireccional como bidireccional.
Estas topologias son formadas por redes de tres robots
mdviles representados por masas puntuales con modelo
matematico descrito por (7). Se presentaran simulaciones
numéricas representativas para cada topologia.



cion unidireccional (figura 2) se tiene la siguiente matriz

Red en topologia estrella. Para este caso y con comunica- &o1 = Tag + (@11 + —x31 — 2221) + d12((X11 — 221) + Ag2) + 6
de acoplamiento A csireiia

Toy = —T91 — 2T22

00 0 (22)
A=cgtreta | 1 =1 0 (16) Posicién
1 0 —1 : ‘

Fig.2. Tres masas puntuales en topologia estrella con
comunnicaciéon unidireccional entre ellas.

por tanto, las ecuaciones de los tres robots se describen
a continuacion comenzando con las ecuciones del robot
maestro Ny

Z11 = T12 + U, ;
) (17) -6t ]
T12 = —x11 — 2%12 ol
las ecuaciones del robot esclavo Na, -l
Eo1 = Tz + c12(x11 — x21) + 012((T11 — T21) + A12), 1% 2 4 6 8 10
) Tiempo
Tog = —X21 — 2T22 .
(18) ) Velocidad
y por tltimo, las ecuaciones del robot esclavo N ‘ ‘ ‘ m
h o
{ @31 = 232 + c(x11 — w31) + d13((w11 — 231) + Aus), 3l ———" ]
\
T3z = —T31 — 2732 ol A
(19)

Se observa que la primera ecuacién del robot maestro
N; (estado x11) contiene un término que no fue descrito
anterirmente, as pues, la ley de control v se incluye para
dar al robot una trayectoria especifica, ya que el obje-
tivo de estos controladores serd formar grupos de robots
moéviles para tareas de exploraciéon y vigilancia. En esta
ocasion, se tiene que v = sin 2t, esta trayectoria variante
en tiempo permite evaluar la respuesta del controlador
a dichas variaciones. Siguiendo el procedimiento descrito v

en se selecciona ¢ = 1, también se selecciona § = 100 MRS

para cumplir con la condicién § > 1. Para simulacion se ‘ ‘ ‘ ‘

seleccion6 A1s = 2yA13 = —1 con condiciones iniciales: _40 2 4 6 8 10
21(0) = (4, 1)T, 22(0) = (-10,3)T,23(0) = (10,-2)7. Tiempo

En la figura 3 se observa tanto la posiciéon como la

velocidad de los tres robots. Fig.3. Posicién(a) y velocidad (b) de tres robots forma-

dos en una red con topologia estrella con comunicacion

Red en topologia cadena. En este caso, se presenta una unidireccional.
comunicacion bidireccional entre los robots (como se
ilustra en la figura 4). La matriz de acoplamiento para
este caso es
11 0 Fig.4
A= uiena < 1 -2 1 > (20) Masas puntuales en topologia de cadena con comuni-
0 1 -1 caciéon bidireccional.

Las ecuaciones dindmicas de cada robot para este caso
se describen a continuacién, primeramente se tienen las
ecuaciones del robot N; { &31 = 32 + c(r21 — x31) + J23((w21 — @31) + Ao3),

{ 11 = T12 + (@21 — 211) + O12((221 — 211 — A12) + v,

y por ultimo, las ecuacioens del robot N3

T3p = —T31 — 2T32

i1y = —211 — 2 (23)
2 i 2 (21) Para la simulacion, de nuevo se seleccioné ¢ = 1yd = 100,
la formacion final estard dada por Ajs = 2yAss = 1

depués se tienen las del robot No mientras que las condiciones iniciales de los robots son:



x1(0) = (1,0)7,x2(0) = (=100,0)T,x3(0) = (100,0)7.
EN este caso, se decidi6é que las distancias iniciales entre
los robos, fuesen lo suficientemente lejanas para observar
si la convergencia se sostiene. En la figura 5 se observa un
acercamiento de la grafica de posicion y la de velocidad
para comprobar que se logra la formacion. EN este caso,

Posicion

4} 4

7 7.5 8 8.5 9 9.5
Tiempo

(a)

Velocidad

0.5 ]

Fig. 5. Posicion (a) y velocidad (b) de tres robots forma-
dos en una red con topologa cadena con acoplamiento
bidireccional.

Fig. 6. Red de tres masas puntuales conectadas en
topologa anillo con enlaces bidireccionales.

se observa el efecto de la comunicacion bidireccional en
la posicion nal del robot N1 pues en vez de oscilar en
torno a 0, esta vez lo hace alrededor de -2 pues los otros
nodos ejercen fuerza de atraccion sobre el modicando su
trayectoria de convergencia. Red en topologia anillo. En
el caso de esta topologa se selecciono una comunicacion
bidireccional entre los robots (igual a la gura 6), de esta
forma la matriz de acoplamiento tiene la siguiente forma,

-2 1 1

Agnitio | 1T =2 1 (24)
1 1 -2

por tanto, las ecuaciones para los robots se describen a

continuacion, en primer lugar las ecuaciones del robot

Nla

11 = @12 + c(z21 + 31 — 2211 + S12(wo1 — 11 — A12)
{ +o13(z31 — z11 + Agz1 + v,
T1p = —T91 + 2T22
(25)

seguidas de las ecuaciones del robot Ns;

Eo1 = o2 + (11 + @31 — 2221 + S12(211 — 221 — A12)+
. +023(x31 — w21 + Asg,
Toy = —IT91 + 2T22

(26)
y finalmente, las correspondientes al robot N3,

T31 = 32 + (@11 + 21 — 2231 + da3(w21 — w3 — Ags)
{ +013(211 — w31 + Az,
T12 = —T31 + 2T32

(27)
se mantuvo la misma fuerza de acoplamiento ¢ = 1 y
el mismo coeciente de acoplamiento = 100; la formacion
propuesta esta dada por 12 = 3 y 23 = 1: Para este caso,
las condiciones iniciales son: x1(0) = (3;0)7,22(0) =
(3;0)7,23(0) = (3,0)T En este caso se plantea el es-
cenario en el que los robots inician con una distancia
menor a la distancia deseada, esto con el proposito de
observar al control discontinuo (10) en accion desde el
principio de la simulacion, se llevo esta condicion hasta
el extremo, en el cual, se supone que todos los robots
tienen la misma posicion inicial. La gura 7 conrma que
se sostiene la formacion de los tres robots.

4. CONCLUSIONES

Se presento una estrategia de control distribuido que
permite lograr la formacion de un grupo homogeneo de
robots moviles, este controlador se basa en el envo de
la posicion actual de los robots siguiendo la topologa de
conexion que existe entre ellos. Para lograr este objetivo
de formacion, es necesario seleccionar adecuadamente el
coeciente de repulsion con el n de disminuir el efecto



de la dinamica propia del robot. Cabe destacar que la
estrategia utilizada en este trabajo fue la de formar cada
uno de los ejes por separado, es por esto que se tendran
tantas leyes de control como ejes de movimiento esten
disponibles. Se presentaron simulaciones numericas para
validar la ecacia del controlador en diferentes escenarios,
entre los cuales, se incluye la adicion de una trayectoria
variante en tiempo para alguno de los robots. Se hace
incapie en la necesidad de incluir un termino de evasion
de objetos para evitar colisiones entre los robots, pues la
topologa de conexion no permite que los robots conozcan
a todos los demas del grupo. Esto permitira utilizar este.

Posicion

T11, T21 31

Tiempo
(a)
1 Velocidad
05f |
5 Of 1
s | PR
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N // ’
[ /
151 ’ <
\ 7
N
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0 2 4 6 8
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(b)

Fig. 7. Posicion (a) y velocidad (b) de tres robots for-
mados en una red con topologa anillo con comunicacion
bidireccional.
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esquema, de control para aplicarlo en tareas de explo-
racion o patrullaje. A continuacion se mencionan algunas
de las actividades a realizar posteriormente:

e Incluir un termino en el controlador, para evitar
colisiones entre los robots que no se encuentran
acoplados directamente.

e Realizar mas simulaciones que incluyan la formacion
en dos dimensiones.

e Aumentar el numero de robots en el grupo.

e Utilizar la formacion de robots para aplicarlo en
tareas de exploracion, patrullaje, etc.
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